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搜索最优迭代参数的一个方法

蔡 火 萤

9管理信息科学系 4

摘要 在求解线性组的方法中
,

: ) & (方法 9 : ;  ; 6 < !=> ; ? ,≅ ; 6 < 6 =  Α
Β

; ≅Χ  ? 4是最新的方法

之一
,

其中有两个迭代参数
∃

本文给出一个挑选最优迭代参数的方法
∃

关健饲 挑选
∃

最优
,

迭代
∃

参数

& 引言

∀ 7 Δ Ε年
,

)
∃

+ < ? Φ=? =Γ  Η在文 〔∀〕中提出求解线性组的)  ( 方法
,
一7 Ιϑ 年

,

他在文 〔幻

中对) &( 方法作 了推广
,

并把推广后 的)  ( 方法
,

简称为 : )  ( 方法
∃

∀ 7 Ι Κ年
,

他 和 )
∃

5Η =Γ < 6 Α= 及)
∃

1 ; Λ= ; Η
进一步研究了: )  ( 方法的收敛性问题

汇ϑ∀
∃

: )  ( 方法具有两个迭代参

数留 , Μ 和两个可选对角线矩阵Ν Μ ,

Ν Μ ,

迭代参数选取不同直接影响迭代过程的收 敛 性 和收

敛速度
∃

目前许多人在研究保证迭代收敛的参数选取范围
,

但如何选取使收敛最快的最优迭

代参数
,

在一般情况下
,

目前尚无人研究过
∃

本文提出
,

当两个可选对角矩阵选定后
,

在一

定条件下
,

这两个最优迭代参数的一种决定方法
。

: ) & ( 迭代法

对于所给线性代数方程组

) Ο ΠΠ Θ
,

其中
, ) 〔. ∃ 、 , ,

Κ 〔. ∃ ,

把 )分解成为

) Π  , 一 3 Μ 一 3‘ ,

其中
, 8 ,

为 ) 的对角线阵
, 一 3 Μ , 一 Ρ 。分别为 )的严格下三角阵和严格上三角阵

∃

性组 9 ∀ 4 的: ) & ( 迭代法为
Ο ‘今 Σ ‘’Π ΤΝ

Μ 一 Μ 9Ν Μ Σ Ρ Μ 4Υ
一 ‘
Τ 9∀ 一 。 4Ν

, Σ 98 一 Μ 49Ν Μ Σ Ρ Μ 4 Σ 。 9Ν Μ Σ 3。 4 Υ 二“
’

Σ 。 ΤΝ
Μ 一 6 9Ν Μ Σ Ρ Μ 4Υ

一 =Θ
,

9ς Π 8 , ! , � ,
⋯ 4

其中Ο ‘。’
为初始迭代点

, 8 Μ , 8 Μ ,

 Η 是满足下面关系的可选对角线阵
。

Ν Μ 一 Ν Μ 一 Ν ϑ 二 Ν , 二 ? =< Ω 9) 4
, ? ; ≅ 9Ν Μ 4年 8

Ξ

9 ∀ 4

则 求 解线

9 � 4

本文 ∀ 7 Ι 7刃 Ε一 Δ收到
∃
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而。 , , 任.
! ,

分别称为松弛参数和加速参数
,

且。今 8 , ? “ ≅9 Ν Ψ 一 ∀&
Μ 4今 8∃

� : ) & ( 方法的迭代矩阵

∗。 , ,

二∗
。 , ,

9Ν ! , Ν Ζ 4

Π
ΤΝ

Ψ 一 6 9Ν Ζ Σ Ρ Μ 4 Υ
一 ’

Τ 9= 一 。4 Ν Ψ Σ 9。 一 0 49Ν Μ Σ 3 Μ 4 Σ 。 9Ν 。 Σ 3 。4Υ
Π 【= 一

Μ ∗Υ
一’

Τ 9∀ 一 。 49Ν
, 一 Ψ Ν Ζ 4

一 ’Ν , Σ 9。 一 Μ 49Ν Μ 一 Μ Ν Ζ 4
一 ’

9Ν Μ Σ 3 Μ 4

Σ 。 9Ν Μ 一 , Ν Ζ 4
一 ’

9Ν Μ Σ 3。 4Υ ΠΠ Τ , 一 Μ 乙Υ
一 ‘

Τ9, 一 。Ν 4 Σ 9。 一 6 4∗ Σ 。 [ Υ

Π , 一 。 Τ Ν
Μ 一 , Ν Μ 一 Ψ 3 Μ

Υ
一 ‘)

,

其中

Ν Π 9Ν ! 一 犷Ν Ζ 4
一 ’Ν , , ∗ Π 9Ν , 一 犷Ν Ζ 4

一 , 3 Μ , ∋ ΠΠ 9Ν
Ψ 一 , Ν Ζ 4

一 ’3。
。

当松弛参数。 ,

加速参数
∀
取不同值以及对角线阵8 Μ , 。�

取不同形式时
,

便可以得到不同形式

的迭代法
。

9 ∀ 4 当Ν , Π Ν , , Ν Ζ Π Ν ϑ Π 8时
,

∗。 , ,
Π ΤΝ

, 一 , Ρ ‘

∀
一 ’
Τ9= 一 。 4Ν , Σ 9。 一 Μ 43 Μ Σ 。3 。

Υ
,

它就是) & ( 迭代法
。

9 � 4 当。 Π !
, 犷 Π 8时

,

∗Μ , 。 Π Ν丁
’

Τ9Ν Μ Σ 3 Μ 4 Σ 9Ν 。 Σ Ρ 。4Υ

Π 卜 Ν丁,) Π , 一 Ν Σ ∗ Σ [ ,

它是推广的%< 。。Θ= 迭代法
,

简称为: %方法
。

其中

Ν Π Ν万, Ν , , ∗ Π Ν 丁
,Ρ Μ , [ Π Ν丁

‘Ρ 。 ∃

9 ϑ 4 当。 Π 下 Π ∀时
,

∗, , Μ Π
ΤΝ

! 一 Ν Ζ 一 3 Μ
Υ
一 ’

Τ Ν
ϑ Σ 3 。

Υ
Π
≅, 一 ∗Υ

一 ’

【口一 Ν Σ ∋」
,

它是推广的: < [Η Η 一

Η; =?= !迭代法
,

简称为: : /方法
,

其中

Ν Π 9Ν
, 一 Ν Ζ 4

一 , Ν , , ∗ Π 9Ν
, 一 Ν Ζ 4

一 , Ρ Μ , ∋ Π 9Ν
Ψ 一 Ν Ζ 4

一 ’3 。 Ξ

9 2 4 当。 二 Μ 时
,

几。 , 。 二 Τ Ν
Μ 一 。9Ν Μ Σ 3 Μ

4 Υ
一 ’

〔9∀
一 。 4Ν

, Σ 。 9Ν ϑ Σ 3 。
4 Υ

Π
【, 一 。∗Υ

一 ’

Τ , 一 。 Ν Σ 。 [ 」
,

它是推广的/ &( 方法
,

简称为: /  ( 方法
。

其中

Ν ΠΠ 9Ν ! 一 。 Ν Ζ 4
一 ‘Ν , , ∗ 二 9Ν

Ψ 一 。 Ν Μ 4
一 ,3 Μ , ∋ Π 9Ν

, 一 。 Ν Μ 4
一 ‘3 。 ∃

ϑ : ) & ( 迭代矩阵的谱半径

设天
,

∴ 分别是 ∗。 , ,

的按模最大特征值和相应的特征向量
,

则有

∗。 , ,

∴ Π 入∴
∃

进而有

9Ν
, 一 6 Ν Ζ 一 Μ 3 Μ

4入∴ 二
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Π Τ 9∀ 一 。 4Ν
Ψ Σ 98 一 6 49Ν Ζ Σ 3 Μ

4 Σ 。9Ν ϑ Σ Ρ 。
4 Υ ∴ ‘ϑ 4

记 + Π Ρ Μ Σ 3 。 ,

/ 二 3 Μ 一 3 。 ,

: Π Ν , 一 Μ Ν Ζ 一 96
] � 4+

,

则有3 Μ Π 9∀] � 49+ Σ / 4
, Ρ 。 Π 9∀ ] � 4

·

9+ 一 / 4
, ) 二 Ν 月 一 + ,

将它们代入式 9 ϑ 4 可得

址 : ∴ 一 9叮�4 Η∴ Υ Π 【: ∴ 一 。) ∴ 一 96] �4 /∴ 〕
,

两边与∴ 内积可得

入二
9⊥: ∴

,
∴ _ 一 。9减∴

,
∴ _一 9,

] � 4⊥/∴
,
∴ 4 4

9⊥: ∴
,

∴ _ 一 9,

] � 4⊥Η∴
,

∴ _ 4
9 2 4

在 ) , 8 , ,

。 �给定后
, + , / , : 都是已知矩阵

。

若 ∗。 , ,

是一个具有线性初等因子的实阵时
,

则在 : ) & ( 方法收敛的参数范围内
,

任意固定一对。。 , Μ 。,

便可利用乘幂法或其他 方法
,

求

出∗。。 , , 。的按模最大特征值和相应特征向量入
。和∴ 。 ,

采用这一对入
。和 ∴ 。,

关系 9 2 4 仍成立
,

今固定 ∴
。 ∃

放开。
。 , 6 。, 久便成为。与

Ψ的函数了
,

今记

< Π 一 9) ∴
。 ,

∴ 。4 ] ⊥∴
。,

∴ 。4
,

Θ Π 一 9= ] � 4⊥/ ∴
。,

∴
。

_] ⊥ ∴
。 ,

∴ 。4
,

。 Π ⊥; ∴ 。,
∴ 。4 ] 9Ο;

,

Ο8 _
,

可得
< 山 Σ Θ6 Σ Ρ

口犷 Σ 3

2 : ) & ( 方法收敛的一些矩阵类

定义 ∀ 若 ) Π Ν , 一 3 Μ 一 3 。 ,

且 ⎯ Π Ν 牙
,

9Ρ
Μ Σ 亡

。

4
,

当α 9 β⎯ , 4⊥ =时
,

便称 ) 是 +一矩阵
∃

其中
, 8 通

表示减的对角线矩阵
, 一 3 Μ , 一 Ρ 。

分别表示 )的严格下三角阵和严格上三角阵
,

献 β⎯ χ 4

表示矩阵 δ川的谱半径
∃

定义 � 若 )非奇矩阵
,

且) 一’

_ &便称)为单调矩阵
∃

定理 ∀ 若方程组 9 ∀ 4 的系数矩阵) Π 8 , 一 3 Μ 一 3 。

是一个+一矩阵
∃

则当 。簇 Μ 9 。镇 ∀ ,

。今。
, Ν Ζ , Ν ϑ

4  , Ν , _  时
, : )  ( 方法收敛

∃

证明 记 ( , 二 ,一 。 Ν Σ 9。 一 Μ 4 ε乙β Σ 。 δ[ ε
,  毛 69 。簇 ∀ , 。寺。

,

则 ( ,
4 δ, 一 。 Ν Σ 9。 一 6井

Σ 。∋ β
∃

记− Π , 一 Μ
,∗【

,  簇 Μ 簇 ∀ ,

则−
一 ‘

4 9, 一 注 4
一 ‘∃

由此推知

‘。 , ,
Π Τ , 一 犷∗Υ

一 ‘

Τ,一 。 Ν Σ 9。 一 6 4∗ Σ 。 [ Υ 毛−
一 ‘( , ,

进而有

α 9∗
。 , Μ

49 α 9−
一 ‘( ,

4
。

由正规分裂矩阵知
,

59 8
一‘( %

4⊥ ∀的充分必要条件是

− 一 ( , 二
Τ , 一 ,

β之δ卜 Τ ,一 。 Ν Σ 9。 一 6 4 β∗ βΣ 。δ[ β」
Π 。 9Ν 一 ,∗ ,一 β∋ !4 Π 。9Ν

, 一 , Ν Ζ
4
一 ‘Ν ,

9, 一 , ⎯ δ4

是一个单调矩阵
∃

因为)是+
一

矩阵
,

所以 9− 一 ( Μ
4
一 ’ 二以 , 一 χ⎯ β4

一 ’。二
‘

9。
, 一
旧

� 4 _  是单调矩

阵
,

从而 : )  ( 方法收敛
。

综上所述可知
,

在某些矩阵类下
, : )  ( 方法在。簇了9 。簇 ∀ , 。今 。

, 8 � ,

ΝΗ 4  , 。 , _  

的条件下收敛
,

当两个可选对角线矩阵给定之后
,

两个最佳选代参数的决定问题转化为下面

的非线性规划的求解问题
,

这个非线性规划的形式是
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< !。 Σ Θ >犷 Σ Ρ Ξ

< Ζ田 Σ ΘΜ 犷 Σ Ρ Ζ
8落 6成。成 ∀ , 。寺 8

,

下面进一步把约束条件化成等式约束
,

为此令

≅ Ο Π 。 一 6妻&
, ≅Μ Π ∀ 一 ∃ 异 8 ,

或者写成

≅ = 一 。 Σ 了二 8
, ≅Ζ Σ 。 Π ∀

,

≅ Ο

4 8 , ≅, 4 8 , 。_ 8 , Δ 4 8
Ξ

把求解最优迭代参数的问题写成更一般的形式
,

它就是分式线性规划

5, 方 Σ <

φ , Ο Σ 口
Ο 〔(

,

( Π δ Ο ,)
Ο Π Θ

,

其中
,

α
, φ 任.

, , < ,

口〔. ! ,
Θ 〔. ∃ , ) 任. 二 Ο , ,

Ο 夕 8 β
,

对于任意 Ο 〔(
,

了 Ο Σ 口等 8∃

户6
∃

∃·∀
∃

∀∀
了尹

!
‘

、
户

5γ了≅

Ε 9γ5 4,’φ 题相对应的9γ∗5 4问题

在 9 γ 5 4 问题中作替换
, Ο 二 刀]

Μ , 6 _  ,

把它代入 9 γ 5 4 问题中的 目标函 数 和约束方

程中
,

可得

9
, ·

粤
Σ ·

4]
、

9
。·

粤
Σ “
4

,
)

粤
一 ”Π ”,

或者可得

9α 0 Ω Σ Μ < 4 ] 9φ
0 召Σ Μ

口4
, ) , 一 Μ 石二 8

∃

然后构造线性规划
5

0万 Σ 6 < ,

口6夕 Σ Μ
刀

Π ! ,

)夕一 Μ Θ 二  , 万4  , 6 妻 8
∃

厂%,
η、

、∃声5∗γ飞了
、

Κ 9γ5 4问题与9γ∗ 54问题的解之间的关系

定理�

则
6 _ 8∃

证明

男 Σ 入夕〔(
,

定理ϑ

若( Π δ Ο! ) Ο Π Θ
, Ο 4 8 β 为非空有界集

,

且【犷
,

司
,

为9γ ∗ 5 4 问题的可行解
,

若
Μ 二  ,

则了Ω 二 ∀ , 减Λ 二 。,

由此推知 Ω _ 8
∃

易证
,

对于任意 Ο 任(
,
久_  ,

皆有

让久”  
,

可知( 为无界集
,

这与假设矛盾
,

即 Μ _ 8∃

若 ( Π δ Ο, ) Ο 二 Θ
, Ο 4  β 为非空有界集

,

且牙任(
,

又 ” Π 。, , Σ 刀_  ,

则 〔犷
,

刘
,

为 9 γ∗ 5 4 问题之可行解
,

其中

夕二
牙 ι ∀

Ξ
二二Ξ ,

了 二

—
∃

公 公

证明 因
∃ ι ι , ‘ ι

Θ
丹梦一 了 Π 丹, 一万 二

人歹云一 Θ

刃

二 8 ,
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一一

。尸一一公

Σ
∃一Λ

6

口一φ ,
歹Σ 了口Π

气
戈

口, 刃 Σ 夕
公

, 二

通4 。, 了 Π
一

王多。
,

所以〔歹
, , 了〕

ϕ

为 9 γ ∗5 4 问题的可行解二

定理2 若( Π δ川 ) Ο Π Θ
, 二妻。β 为非空有界集

, , 为 9 γ5 4 问题的最优解
,

且” Π φ , 厉

Σ 夕_ 8 ,

则〔犷
,

刘
,

为 9 γ ∗ 5 4 问题的最优解
,

其中
, 矛 κ ∀
夕 Π 不 , 0 二 簇

κ 。

粉 粉

证明 首先防
, ,

刘
,

为 9 γ∗ 5 4 问题的可行解
,

今设 〔了
, Ψ

=
尹

为 9 γ ∗5 4 问题 的任意一

个可行解
,

由于 ( 二 δ Ο, ) Ο 二 Θ
, Ο 4  β 非空有界

,

由定理 � 知
, Μ _ 。,

今记 Ο Π 夕]
6 ,

可证
Ο 为 9 γ5 4 问题的一个可行解

,

并且
,

力0 材 Σ 丫<

力
一

称 十 丁< 二 己
‘

—
‘ 一

φ
’

Μ 十 Μ 汀

了9, ]许
Σ < ι 矿

Μ 十 。

了9好
Μ 4 Σ 口一 、气 Σ 夕

4 少
,

针琴
φ

一

刃 Σ 户

二
了音

Σ

号
二了“Σ 了“ ,

由此推知汀
了 , 了尸为 9 γ ∗5 4 问题之最优解

∃

定理Ε 若 9 γ5 4 问题存在最优解尸
,

且
。。Π 了砂 Σ 口》8

∃

又知 【歹
了 , 了〕

,

为 9 γ ∗5 4 问

题 的最优解
,

同时了_ 。,

则至 Π 歹] 了为 9 γ 5 4 问题的最优佩
’

一 ‘ 、

证明 易知 云 为 9 γ 5 4 问题的一个可行解
,

今证 派
ι

为 9即李问题的最优解
,

今用反证

法
,

如果牙不是 9 γ 5 4 问题的最优解
,

则有
κ

星红竺 、 ι

了至上竺
二

了Ο 。 Σ 口 、 了刃 十口

5
,
歹 Σ 了<

了乡干奋歹
二 广歹Σ 了气

记 7 8 Π Ο  
]
。8 , 6  Π ∀ ]

λ  。

易知 Τ,
 , , Μ 8

Υ
,

为 9 γ∗α 4问题的可行解
,
且

内
。 Σ

酝事兴袋
·

多辛爹
⊥“

Σ

饥

所以

矿护 Σ 拟⊥ 扩歹Σ 礼
,

这与升
, ,

刘
,

为 9 γ∗ 5 4 问题的最优解矛盾
,

这就证明了厉为 9 γ5 4 问题的最优解
∃

国上面诸定理 的证明可知
,

若分式规划的某可行解或最优解使得 目标函数的分 母 小 于

零
,

则考虑分式规划

9γ 5 ,4

,

6
ι ι ι

ι

·

ι
Ξ

一 石 不 一 “
∋ !! ∋ 一

竺
κ

,

—
∃

∃ ∃ ∃ ∃ 、

一

) Ο Π Θ
, Ο 4 8

,

而相应的线性规划变为

9Ψ ∗ 5 , 4

χ
Γ =Α 9 一 5

, 万一 了<
∃

4
,

Ε ∃
≅ 一 业, 万一 Μ

夕Π ∀ ,
) 夕一 Μ 西Π  , 百4  , 丫4  ,

由于在求解分式规划 9 γ 5 4 的最优解时
,

事先往往不知道在最优解处 了Ο 十夕的符号
,

因此

道常要同时求解一对线性规划问题 9 γ∗5 4 和 9 γ∗5, 4
,

再依照了Ο Σ 夕的符号来决定最优迭



∀ � � 华 侨 大 学 学 报 ∀ 7 7 ∀年

代参数
。
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