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考虑摩擦时机构力分析的矩阵解法

洪 尚 任

;精密机械工程系 <

摘要 考虑摩擦时机构力分祈是个非线性问题
3

本文提出了摩擦力矩系数的新慨念
3

把非线性间

题转化为线性问题并建立矩阵求解法
3

关键词 机构
3

动力学
,

摩擦

= 引言

近 �= 多年来
,

国内外发表了不少有关机构动力学方面的论文
,

研究诸如惯性
、

弹性
、

粘

性阻尼
,

冲击
,

运动副间隙等对机构动力性能的影响问题
,

却往往忽略了摩擦
3

但在许多机

构中
,

摩擦损失了大量能量
,

降低 了效率
,

所以在进行机构力分析时
,

考虑摩擦的影响十分

重要
。

在做机构图解力分析时对转动副 ; 轴承 < 摩擦问题的经典处理方法是利用摩擦圆概念
,

这是一种逐步逼近法
,

需要反复作图并计算逼近值
,

直到满意的精度为止
,

不但图解工作量

大
,

而且积 累误差大
,

精度低
3

特别对于多环多杆机构
,

其复杂性及难度更大
。

目前
,

与这

种图解法相配合的解析法
,

也是采用逐步逼近法 ; 数值迭代法 <求解
,

即首先不考虑摩擦
,

计算各运动副反力和平衡力 > 然后求出转动副中的摩擦力矩
,

再将摩擦力矩作为已知力矩作

用在构件上
,

重新算得各个运动副反力和平衡力
,

作为考虑摩擦时机构力分析的第一次逼近

值
,

如此反复计算
,

直到满足精度要求
。

倘若不计摩擦
,

机构力分析的平衡方程组是线性方程组
,

则采用矩阵解法十分简便
。

由

于考虑摩擦时力矩平衡方程是非线性方程
,

不能直接应用矩阵解法
3

为此本文提出摩擦力矩

系数的概念
,

目的是把非线性问题转化为线性问题
,

并建立相应的求解该问题的矩阵解法护

摩擦力矩线性表达式

工 >一

图 � ; 8 < 适用于图解力分析
,

下面仍从摩擦圆的概念着手
3

如果不计摩擦
,

转动副反力

珍
‘
通过转动副中心

>
但如考虑摩擦乃

‘,

则总反力厂
, ‘

与摩擦圆相切
,

产生了摩雄九矩为
>

? , ‘≅≅ 入, ‘拜 , ‘Α Β ,

Χ
, ‘≅ 入, , Δ , ‘

Χ
, , ,

; � <

本文 �”∀一= Ε一�Φ 收到
3
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其中

久, ‘≅ 一 入
, , ,

Δ , ‘ ≅ Δ‘! ≅ Δ ‘,

Α Β ‘二 Α ‘! ≅ Α ‘,

? , , ≅ 一?
, , ,

拼! ‘二 拼‘, ≅ 拼‘,

Δ‘≅ 拼‘Α ‘。

; � <

式 ; : <
,

; � < 中
,

脚为 当量摩擦琴数 ,
一为转动副半径

> Δ’为摩擦圆半径 , 九
‘

为构件Β对构

件 Γ的总反力>
‘

入, ‘

为正负号标记
3

入, 3

的取值为
’

一 � ,
;留Β 一 留 ‘

<Η =
Ι

‘, ‘≅

⋯ Γ
,

ϑ
‘ , 一 ‘ ,

<厂Γ
,

‘Κ ’

Λ � ,
;留 , 一 脚‘

<Μ =
Ι

为了便于讨论
,

取机构中第 Γ 个转动副为例
,

并将双下标记法改为单下标记法
。

例如
,

记Χ, ‘≅≅ Χ
‘
;Χ

‘, ≅ 一 Χ
‘
<

,
入, ‘ ≅ 入

‘

;入
‘, 二 一 人

4
<

,

? , ‘≅ ?
‘

;付
‘, ≅ 一?

‘
<

3

图Γ;Ν < 所示力系与 ;8 <

所示的是等价力系
,

且适合于计算机计算
3

与摩擦圆相切的转动副总反力Χ
‘

可以用一个通过

转动副中心的合力Χ
‘

; 其直角坐标两个分量为几
二

和几
, < 以及摩擦力矩?

‘

来代替
,

则

?
‘ ≅ “Ο “‘,

· Λ ‘,
, <

苍 ; Π <

式 ; Π <所表示的摩擦力矩与未知的转动副反力间关系是非线性关系
,

倘若代入力矩平衡方

程
,

得到的亦是非线性方程
。

为此必须设法将摩擦力矩表示为未知反力的线性函数
,

现用图

� 来阐述线性化原理
3

匕

; 8 < ; Ν <

图 � 转动副中的摩擦分析

图 � 线性化原理图

图 � 中
,

因为
,  

, 丈� 3 > 4 、

写  。 9  。 , , 。

, ‘一 、!‘公 甲 : ‘, , 一 � 刀 ‘ 诬 直 宁 六。 ,

尸通 ≅ Χ
, 二 Α ( Θ(

‘,
&Ρ ≅ Χ

‘, Θ Γ9 Θ
‘,

所以

Χ
‘≅ Χ

‘二 Α ( ΘΘ
‘ Λ Χ

‘, Θ Γ9 Θ
‘Ι

; Ε <

式 ; Π <可改写为

万
。≅≅ 入

‘Δ‘

;Χ
‘二 Α ( Θ (

。 Λ Χ
‘, Θ Γ9 夕

‘

<
,

; Σ <

令



第 :期 毒虑摩擦时机构力分析的矩阵解法

Τ
‘二 ≅ 入

3 Ο ‘

Χ
‘二 Υ ( Θ Θ

‘,
Τ
‘, ≅ 入

‘Ο ,

Χ
‘, Θ Γ9 Θ

‘,

; ς 》

现:!可简化式 ; Σ < 为

二
 

对宁 七
二

Χ括 Λ 气汀
‘, 3

; Φ Μ

式 ; ς < 和 ; Φ < 中的 Τ , 二 、

Τ
。,
定义为摩擦力矩系数

。

若Ο ‘ ≅ = ;拼
‘二 = <

,

则 Τ
, 二 二 Τ

‘, ≅ ( ,

?
‘二

,

。,

就是不计摩擦时力分析的情 况
。

至于考虑摩擦时
。=Ε =

‘, ΘΓ9 8
‘

的具体值可近似按不计摩擦
情况来计算 ; 右上角标为 ∀ <

,

公式如下
。。 Ε 。

‘· 64
二

Ω ; 644 Λ 64 4》Ξ
,

Ψ
Θ Γ9 。

‘· Χ各Ζ ; 644 Λ Χ4盆声
3

ϑ
; 5 <

� 考虑魔擦时机构力分析的矩阵解法

不失一般性
,

以典型的铰磷四托机构为例来说明带摩擦力分析矩阵解法的建模过程
3

受力图采用图 Κ 所示 的矢量坐标记法
,

图中构件 Γ的质量 [ ‘、

质心位置 ∴ ‘、

绕质心 的转动

惯量,
‘、

质心运动的加速度!
‘>
角位移

、

角速度和角加速度分别为氏
,

夕
‘

和!‘
3

假定已对机梅

作过运动分析
,

所有运动参数均看作已知量可直接用于力分析
3

设作用于构件 Γ 上的已知外
力矢量和为 . 户

, ,

外力矩矢量和为名熟
,

而转动副反力孔
,

摩擦力矩厉
‘,

所需驱动力矩几为

待求量
3

现规定梦
‘指从质心 ∴ ‘

到前铰接点 Γ的矢量
, 圣‘指从质心∴ ,

到后铰接点 ;Γ一 � < 的矢量
,

京脂从∴ ,
到

一

. 户‘作用线上任一点的矢量
,

与图 Κ 相对应的各构件力分离体如图 Π 所示
3

本文

图 Κ 铰链四杆机构受力图 图 Π 力分离体图

设定转动副中的反力了
‘

和摩擦力矩?
,

;下标 ￡与构件编号相同 < 为正矢量
,

力矩平衡矢量方程分别为

构件 �

了
4 一
了

4 , 二 4 卯4 一 . 户
� ,

Ι

;, ] ⊥
了

� < 一 ;寸4 ⊥
了

4 < Λ ? ] 一? 4 Λ 0 。 二 � �百� 一 艺0 4 一 ;研
4 ⊥ 艺户

4 < ,

构件 Κ

了
Κ 一
了

4 ≅ 。 Κ夕4 一习户
Κ ,

;户4 ⊥
了

4 < 一 ;萝4 ⊥
了

� < Λ 材Κ 一万 4 ≅ !Κ沙Κ 一习0 4 一 ;窟Κ ⊥ 习户
。< >

则各构件的力稚

;� =扮

;� �》

;�� 》

;�Κ <
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构件 Π

了
‘ 一
了

Κ ≅ [ 。

夕
。 一刃户

‘,

;� Π <

;户> ⊥

了
。< 一 ;夕

。 ⊥
了

4 < Λ 万
。 一万

Κ ≅ , > 汐。 一习丁
Π 一 ;己

3 Λ 名户
‘< , ;� Ε <

式 ; � � <
,

; �Κ <, ; � Ε < 是含有摩擦力矩?
,

的非线性方程
,

只要 ?
‘

用式 ; Φ < 的线

性表达式代入
,

就可转化为线性方程
3

根据矢量叉积的性质
,

将 ; 笋
‘ ⊥
了
‘
< 及 ; 寸

‘ ⊥
了

‘一 :
< 展

开
,

并把矢量方程 ; �= <
,

; � � <
,

; � Π < 分别用两个标量方程代替后得到

Χ
] 二 一 Χ

, 二
于‘�夕� 二 一艺) ] 若 ,

;� Σ <

Χ
4 , 一 Χ

, , ≅ 。 �歹� , 一万) ] , ,

;� ς <
·

;口� , 一 Τ
, 二

<Χ
4 二 一 ;叮� 二 Λ Τ

4 ,
<Χ

4 , Λ ;Τ
] 二 一 Δ] ,

<Χ
] 二 Λ ;Δ] 二 月

一

Τ ] ,
<Χ] , Λ 0

。

一 了�‘� 一艺 0 ] 一 ;及] ⊥
艺户

�
<

,

;� Φ <

Χ8
二 一
几

≅ [
承

二 一习)8
, ,

一 匕 ;� 5<

Χ
Κ , 一Χ

] , ≅ 。4 Κ夕Θ > 一 艺) Θ > ,

;� = <

;女
8, 一 Τ ] 二 <Χ] 二 一 ;4 Κ二 Λ Τ ] ,

<Χ
] , Λ ;Τ Κ 二 一 Ο Θ , <Χ

8 二 Λ
一

;Ο Κ 二 Λ Τ 4 ,
< <厂Κ ,

二

动
Κ 一习 0 Κ 一 ;岔

Κ ⊥
刃为

,
 ·

;�� <

Χ3⊥
一 Χ8

二 ≅ [ 承
二 一习凡

⊥ ,

;� �<

Χ
理, 一 Χ

。, ≅ , 9 ‘夕
‘ , 一艺) 一 > ,

;� Κ <

;口
。, 一 Τ

Κ 二
<Χ

4 二 一 ;叮
‘ 二

Λ Τ Κ ,
<Χ

Κ , Λ ;Τ
> 二 一 Ο

‘>
<Χ
‘二 Λ ;Ο‘

二 Λ Τ Κ > <Χ
‘,

二 了
Π

汐
‘ 一艺0 > 一 ;岔> ⊥ 艺户

‘<
3

;� Π<

方程 ; �Σ < 一 ; �Π < 为 5 个独立的线性代数方程
,

可联立求解 5 个未知量
,

即转动副反

力 Χ
, 劣 ,

厂
: , ,

Χ] 二 ,

Χ] , ,

Χ
Κ 二 ,

Χ
Θ4 ,

Χ
Π 二 ,

厂
‘,

及平衡力矩0 。 ; 作用于构件 � 上的驱动力矩 <
。

令

≅ 一 ;“, _ 十 无
, ,

<
,

ϑ
�

�
 

⋯
了 !∀#
 

⋯
 ∃

%& ∋ , ( %
∋ )

∗ & ) , ,

( 一 +‘
# , ∗ &滋, ,

,

%无
− , ( %−二 ∗ & . , ,

夕/,∃介‘

卜犷0
,

左
百1

口&
2 二

一

( 口3 , 一 &
, ) ,

、,

%& ∋ 4 ( ‘ + %∋ 4 一 & ∋ 二 ,
,

叮& ) 二 二 夕) , 一 无3 二 ,

%&
) 二

( 一 +户# 4 一 & .二 , ,

口& . 二 二 叮5 , 一 &。
二 ,

%&。
二 二 一 + %4 4 一 &

‘二 , ,

+ 3 6 ,

口&
. , ( 一 + 口

‘二 ∗ 无− 4 , ,

%&
4 , ( %

‘二 ∗ &‘
4  

再令

�
��

7
‘8

9

、
∃

8
∃

∃7
一�

�:
4 ( ; ∋夕

3 二 一

邵
3 二 ,

:∋ ( ; ∋
夕3 , 一刃< ) , ,

石
. 二 ∃ ∋汐) 一 刃刃3 一 +豆3 又

乞户
3

, 4

西‘( 从 .夕−二 一 万< 。二 ,

:
) ( ; −夕# , 一艺< # 4 ,

吞。( 了
.
∃ . 一艺刃

. 一 +孟。 =
艺户

.
, 4

:
> ( ; 。夕

一二 一习< 4 二 ,

:
) ( , ? ‘歹‘

, 一习<
‘, ,
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+ 3 Α ,

联立后可写成十分简洁的矩阵方程
 

即

矢+
‘
3 ) , 中

咬毛‘
·

ΒΧ Δ Β< Δ ( Β旦Δ
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+ 3 > ,
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!
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犷

�充
‘

ΕΕ
�

Ε!1
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协

Ε
‘

七ΕΕ?ϑ

1

林
0

砂。
0。。

ΒΧ Δ 二

ΕΕ

Ε

+ Κ
) 二 ,

ΒΛ∃

Ε

Κ
− 二 ,

�
. Μ Κ‘

二 ,

Κ‘, ,
≅ 。, Ν ,

:一, :。, : ∀ ,
‘

西, , :# , :Ι , ,  

畜二‘
Ο

40一

,∃ 

<
Ν 9

矩阵方程 + 3> , 采用高斯消元法电算求解
,

十分简便
 

. 结论

+ � , 本文引入 了摩擦力矩系数概念
,

把非线性问题转化为线性问题
,

大大简化了力分

析的求解过程
。

+ 3 , 本文导出的矩阵方程具有普遍意义
,

既可用于求解考虑摩擦时机构力分析问题
,

也适用于求解不计摩擦时 + 作为特例
,

令产 ( Π , 的机构力分析问题
。
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