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圆环圆拱承受均匀径向荷载时

弹性失稳的加权余量解

(二木工程系 )

摘要 本文用加汉余尼法推导出圆环和 圆洪在均匀径向荷载作用下
,

发生弹性失稳时临 界 荷 载

q
。 ,

的计算公式
.

关键词 加汉余量法
,

弹性失德
,

圆环
,

圆拱
,

临界荷载

O 引言

在不少的结构设计中
,

有些 构件除了进行强度计算外
,

还需要进行稳定验算
.

因为弹性

体丧失稳定性可以在很多构件中出现
,

最简单又为大家所熟知的中心受压直杆
,

当力增加到

足够大时会出现失稳现象 , 圆环在均 匀径 向压力作用下
,

当力足够大时也会由圆环形变成椭

圆环形
,

到最后完全压扁
; 圆拱在均布径向压力q作用下

,

当。达 到一定数值时
,

圆拱也会出

现如图 1 ( “ )
,

( b )所示的反对称或对称的失稳变形
; 甚至常为人忽视的管道经高速流体

流经后
,

当流体的流速达到一定数值 V
。 ,

时
,

管道也会如同中心受压直杆一样发生弹性失稳
.

求解弹性稳定的问题
,

可 以用求解挠曲线微分方程的办法
, 也可以用差分法

、

能量法
、

本文 1 0 9 9 一0 9一 0 2收到
.
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虚功原理以及瑞利
一

李兹法等
.

此外
,

同样可以用近来得到迅速发展和应用的加权余量 法 来

愁拷解
.

本文拟采用这种方法来推导出圆环和两端铰支圆拱承受均布径向荷载时发生弹性失稳

的临界荷载 q
。,

计算公式
.

用加权余量法求解的基本原理

加权余量法又称加权残数法
,

过去在土木工程中应用较少
,

但近来这种方法不仅在土木

工程中得到应用
,

而且发展极为迅速
.

加权余量法本质上说是求解微分方程的数值法
,

虽然

它是一种近似法
,

但可 以根据工程所需的精度而获得满意的解答
.

大量的结构分析 问题
,

例如弹性稳定问题
,

板壳应力分析以及各种弹性力学问题等
,

最

终都是归结为满足一定初始条件或边界条件下
,

求解微分方程的问题
.

在加权余量法中
,

称

这类方程为控制方程
.

设问题的控制方程及边界方程分别为

L (u ) 一 厂= 0 (在V 域内)
,

( 1 )

B (: ) 一 g = 0 (在S边界上 )
,

( 2 )

式中L
, B为按某些规律进行微分运算的微分算子 ; “

为待定函数
; f

, g 为已知函数
.

如果设方程 ( 1 ) 的近似解为

”“

馨
C

!

N
! ,

( 3 )

其中。为试函数
; C

、

为待定参数
; N ‘

为一组线性无关的基函数
.

既然 云是方程 ( l )
,

( 2 ) 的近似解 ; 故将其代入方程 ( 1

不到满足
,

即不会等于零而会出现余量
.

它的余量分另}J为尸
: , R 。

L (公) 一 厂= R : ,

刀(云) 一 g = R 。 ,

可以采用不同的方法来消除余量
,

于是以上两式改写为统一的式子

2 ) 后
,

必定是 得

丁
。R ·

、
,
“V +

丁
。R ·T !

““= 0 “= ‘, 2 , 3 ,

一
’

式中万
‘, T ‘

分别为在域内及边界上所采用的权函数
.

式 ( 6 ) 表示余量的加权积分为零
,

由

它可以得出包含有一组待定参数二的代数方程组
.

数方程组的问题
,

一旦二求得后
,

将它回代入式 (

这就是将求解微分方程的问题转化为求代

若所选取的试函数满足所有边界条件
,

则式 ( 6

) 即得问题的近似解
.

) 可改写为

丁
; R ·万‘d F 二 O

在上式中由于采用不同的权函数
,

矩法和伽辽金法等
。

(i = 1 , 2 , 3 ,
⋯

, 刀 )
,

( 7

而把加权余量法分为
:

子域法
、

配点法
、

最小二乘法
、

由于伽辽金法具有较高的精度
,

故应用较为广泛
,

所以本文就是采用伽辽金加权余量法

来求解
.

现将这种方法简介如下
:

在选取试函数式 ( 3 )后
,

若取基函数N
‘

作为权函数
,

即

W ‘= N ‘ (i = l , 2 ,
3

,
⋯

, n )
,

( 8 )
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将式 ( 8 ) 代入式 ( 7 )
,

则余量的加权积分式为

丁
。R ·、

‘
d V 一 。 (‘= 1 , 2 , 3 ,

一
)

,

( 9 )

因为上式与伽辽金的积分公式相同
,

故称为伽辽金加权余量法
。

2 圆形曲杆的平衡微分方程

图 2 所示的圆形曲杆
,

承受均布径向荷载q ,

当q小于临界值qc
,

时
,

圆形曲杆的平衡状态

是稳定的
,

这时横载面上只有轴向压力N
。二 一 q R

,

可 是当q逐渐增大业达到临界值qc
,

时
,

圆

形 曲杆的平衡状态就成为不稳定
,

原先的轴线就偏离原来的圆形而成为图 2 中虚线所示的椭

圆形
。

取曲杆的轴线为
:轴

,

横截面的对称轴为y轴
,

而之轴通过截面形心业垂直于
: 轴

。

以相距为ds 的两个横截面 m ; : ;

和m Z : 2
从曲杆中截取一微段

,

如图 3 ( “ ) 所示
.

现假设曲

杆失稳后
,

均布的径向荷载q仍垂直于曲杆的轴线
,

曲杆由于失稳
,

横截面上轴力改变为

N 二 N 。 + N
; = 一 q R + N : ,

( 1 0 )

式中N :
为曲杆失稳后横截面上轴力的增量

。

‘‘. . ...

... 日. ...

图 2 图 3

由于 曲杆轴线偏离原来的圆形轴线
,

所 以横截面上不再是均匀压缩
.

还有弯曲变形而引

起的弯矩M和剪力Q
,

此时 曲杆的曲率也由原来的 1/ R 改变为1 / 户
,

曲率的改变量为
.

K 二 l/ p 一 l/ R
。

( 1 1 )

将图3 (a )所示微段上的力分别投影到m ; : ,

截面的
: 轴和 g 轴

,

业对m l : ,

截面的 : 轴取矩
,

即

、.刀0‘‘.上
户‘、

、

!
.1、、了

!
产
.

叉F
S 二 0 :

互F , = 0 :

(N + d N ) e田 (d s) 一 N 一 (Q + d口) 。in (d s ) = O ,

(Q + d Q ) e佣 (d 口) 一 Q + (N + d N ) s讥 (d 口) + qd s = 0 ,

(M + d M ) 一 M 一 (Q + d Q )d s = O
,

在整理
、

化简式

Z
二 = 0 :

( 1 2 )

E M

时注意到
e叨 (d s)、 z ,

血 (d 口)二 d 夕
,

d N = dN : , d s = p d夕, 天兀澎 o
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,

于是可得
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一 口二 O ,

十 刀
l 一 K ‘户

二 。,

一 R Q = O
,

( 1 3 )

姗少
。
器

从式 ( 1 3 ) 中联立消去N
; ,

Q得

d 肆卫

—
只

— 十
d 创石

dM

d 口一
q R 3

d K
一 、朽一 = U

.

a 口
( 1生 )

式 (工4 ) 就是圆形曲杆失稳时的平衡微分方程
.

3 圆形曲杆挠曲线微分方程

以。表示圆形曲杆变形后
,

横戴面形心沿径向的位移
,

对于小曲率曲杆
,

由材料力学 可

得

d
Z。 白

—一 十

一己万
‘

式
艺

了 d
Z。 。

八 二 I

—
二

_

一 十 一一
_

\ d 万
乙

人
‘

( 1 5 )

( 1 6 )

产11
一,刀伟匕万、、,Z

由式 ( 1 5 )
,

( 1 6 ) 业注意到d : = 刀d 夕
,

于是可得

‘
= 一

子(居诊
, 。

)
,

! 7 飞

。
1

1
1、 = 一一

;

l亡‘

/ 少田
,

、

、
一

初
2

一
十 〔”

力 ( 1 8 )

将式 ( 17 )
,

( 1 8 ) 代入式 ( 1 4 ) 可得

d
so

.

,

二
二 , 、

d
3。 。 。

d .

d o
; 一 十 以 十 户

一
)

.

刁乙厂
十 户

一

了夕
一 二 U , ( 1 9

式中

1 + 止云
‘刀3

( 2 0 )
。

式 ( 1 9 ) 就是圆形曲杆失稳时挠曲线的微分方程
,

在加权余量法中称为控制方程
。

4 用加权余量法求解两端铰支圆拱弹性失稳时的临界荷载q
。 ,

图 l所示为两端铰支的圆拱
,

承受均匀径向荷载时发生弹性失稳的反对称和对称水稳冷

形形式
,

由分析可知
,

圆拱在均布径向荷载q作用下总是以反对称失稳变形的形式 出现
,

如

图 1 (幻 所示
.

现选取如下满足边界条件的试函数

。 = A sin

令
0 一 A o in m o

,

‘2 ‘ ,
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其中
, 二 = 二/

a ; 挂为待定系数
; 万

‘= 8姐 m 日为基函数
.

式 ( 21 ) 满足图 l ( a ) 所示的边界条件
,

即召二 叮百
1

。 二 。; 口=
哪寸。

= 0
,

由式 ( 2 1 ) 可得

d件 = 月二 Cos 二:

以日

己
只: J

d 口
3

= 一 月脚
3 c 。, 脚户,

佘
= “斑

S C O S ”z夕

将式 ( 2 2 ) 代入本 问题的控制方程式 ( 19 ) 得余量R :

为

R : = A 〔n : 5 一 (1 + 刀
2
) ,, , 3 + 夕

2 * 」
e os m 夕

.

取 权函数评
‘

等于基函数N
‘ ,

即

工V
‘ = N

‘二 sin 沉 8
,

将式 ( 23 )
,

( 2 4 ) 代入式 ( g )
,

益令加权余量积分为零
:

〔
: :
、。

‘
、。= : 、 {

“

〔
, : : 5 一 (: 十 夕

2
)二 3 + 口

2 : : ] 。昭二。。i。 : :。、。

护 F J O

= ZA〔了一 “ + 刀
2
)?

3 + 、2 27了
:
丁c哭附夕sin 拼夕d s = 0 ,

由上式可知必定是

{e os n ,夕sin m 夕d o = 0

在式 ( “7 ’中以 一 若

2 且厂二
“一 (1 十 声

2

》: “
一

。 ‘二
?

川
= 。

、
2 = 1

一

卜

嚼
一代入整理可得

。

一篇〔(
一

井
一

)
2 一 1

〕

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

( 2 7 )

式 ( 2 7 ) 就是两端铰支圆拱
,

承受均匀径向荷载作用下发生弹性失稳时的临界荷载计算式
。

5 圆环在均匀径向荷载作用下弹性失稳 q 。 ,

的加权余量解

对于圆环在均匀径向荷载 q作用下
,

弹性失稳的变形形式如图 2 所示
,

式 ( 1 9 ) 仍 为 采

用加权余量法求解q
。 ,

的控制方程
.

选取试函数

。 = A c诩
令

e = “‘
” ,“

,

‘2 8 》

式中
, m = 二/

a ; A为待定系数
; N

d 心

d 夕

二 c昭 m o为基函数
.

由式 ( 2 9 ) 得

一 A 脚 sin 阴乡
,

七J八

d
3 .

d 夕
3

= A 玲: 3 sin 州夕,

《2亏万

d
s勿

d 夕
5

= 一 A水
5 8 in n Z口

,
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将式 ( 29 )代入式 ( 19 )得本问题的余量R :
为

- 』 、

刀; = 一 A〔淤 一 (1 + 少)耐 + 拼m 」sin m o.

取权函数平
‘
等于基函数N

‘,

即

W
‘ = N

‘ =

姗
m s

,

( 3 0 )

( 3 1 )

笋式答”0 )
,

( 31 ) 代入式 ( 9 )
,

业令加权余量积分为零

{
: ;

、
,
、。二 一 4、(

“

[二
。一 (l + 夕2 )二 3 + ;

, m ] 。讥 m o e o s m “d “

J F J O

sin m d 夕e朋 m d 夕= 0
,

由上式可知必定是
、J
‘

、声,曰月OOJ八Q
J‘了夕

‘
、

二 一 ‘A 「m
“一 (1 + “

2
, m 3 ‘口

Zm “
{

{:。
一。·朋二。、。一 。

,

一 4A 「m
s 一 (1 + 口

2
) m 3 + 刀

Z m 」= o ,

万
门 。

—
, 口

“
= 1 十 一

“

q
e r

代入
,

又因为是圆环
,

取
a = 匹

2
整理后得塑皿一一m以中

J

式

或
"

在

3 E I
一 一 R 3 . ( 3 4 )

式 ( 34 )就是圆环在均匀径向荷载口作用下
,

发生弹性失稳的临界荷载计算式
。
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