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摘 要

本文给出线性代数万 粼扭反问诬钩对称短阵解
,
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刃
详

、
一

或一厂;
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工

关键词 纷性代数 方涅沮
,

对 予办矩阵
, 、待解

,

通
< 、

一
、

引
· 一

言

# , = �年
,

李森沐教授在文〔� 〕中提出了一个关于浅跳代数方程组的反 问题
;

己知> ,

如是

非零 ?# 维向量
, , 了石≅ 。

·

则一定存声一个对称正定矩阵 5
,

满足方程组
; ;

5 Α Β Χ

二
4 � 8

卜?
 

得到 弋4 � 冲勺一个待解
 

此后
,

文 〔� 〕
、

� = 〕巾分男Δ!活出了满足式 4 � 8 的对称正定矩阵

人的 几种构造方法
,

一

导出了通解表达式
 

文 � 3 Ε讨论了任意
> , Χ 〔+Φ

,

存在矩阵 5 ,

满足式

4 � 8
 

本文证明了对任 意非零
刀 维向量

, ,

Χ 任五 “,

可构造实对称矩阵5 ,

满足方程 4 � 8
,

并导

出其通解表达式
,

给 出计算实例
 

此外
,

对满足 4 � 8 的一般矩阵和正交矩阵作出说明
,

二
、

5 Χ Β ∋ 反问题的对称矩阵解

记6 Β

问题 �

〔5 #5是 Φ
阶实对称矩阵 ?

 

己知 Α 二 4> , , > Γ ,

⋯
, > ,。

8
,
任刀

, 孟,

求5 任,
,

使满足

5 > Β Η
。

4 � 少
决称为齐次线性方程组

盏解 若二 二 ∋,

4 �8 的反问题对称矩阵解
,

或称 5是 4 � 8 的对称矩阵焦
任意 5 〔6

,

均为丈� 8 的对称矩阵解
 

若
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冷
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& : Β 4, 一 ΓΩ ( : 8, 二 , 一 Γ ( ( , Β Η ,

& , & 二 & Η 二 41一 Γ( ( : 84夕一 Γ( ( :
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ΒΒ ‘ϑ 一( ( , Ν 3 Ω Ω 了( ( 甲 二 , ,

4 3 8

故 ∋ 为对称正交矩阵
 

& > 二 41一 Γ( ( , 8>

二

一告
‘Α Ν 2

“
·‘> ,”> ,‘二’

Β
一 Ο �2“ 4>  8ςς> ?Θ一

。

 

! 一 4二 Ν 。Δ< 。4二 8#ς二ςς
。 。8 ,  >

记

口二
一 Ο �2” 4介 8?Θ> ΔΘ

,

4 Ο 》

岁今 ∋
,

& 二 二 刀 。。

或
; 二 口&  , 。

4 Ξ 8

4 � 8 等价于

& 离&  今 二 ∋ 4 Μ 8

记

7 二 & 人& 4 Λ 8

4 � 8 式等价于

叼
 。二 Η

。

只需取第无列以及第封于上一切元素为零的任一对称矩阵为 7 ,

取减 二 0 Ψ &
,

代入 4 � 8

几> Β & 7 &口&  , 二 ∋
。

右端

4 2 8

可见
,
人是 4 � 8 的对称矩阵解

 

问题 � 求 4 � 8 的对称矩阵解 Ζ的通解式
。

解

则
, ;
是

记 Ο � Β Θ 7 �Ψ  。 Β ∋
, Ψ 〔,

?
;
的线性子空间

,

维数￡二 叮 ; 一 �丫�
。

记

万 ; Β Θ 5 #5 > Β 0
, 5 任,

?
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[
,

称为 4 � 8 的对称矩阵解集合
,

显然
,

[
<

亦为
; 的线性子空间

 

引理 5 任[
#

令今5 Β Η 7 Η ,
7 任,1

。

证明 4 2 8 是其充分条件
 

现在
,

设5 任[
1 ,

即5 > Β 。,

此式等价于Η 5 ∋ Ρ 、 二 。
,

今

7 Β & 5 & 就有7 〔, , ,

且 5 Β & Ψ &
 

4 证毕 8

今取刘了尔矩 阵7 ‘, 任“, ,

形状为

Δ列
 

�列
∴

1
、 ·

ς价
Δ 夕于于

⋯⋯
‘

ς、

即7 , , 的第讨于第]列和 第Δ行第Δ列元素为 Δ ,

其余元素均为零
。

矩阵序列 Θ 7 ‘! ?
, � 4 ⊥毛]4 Φ’ Δ

,

了今 _ 线性无关
 

对任意7 Β 4肠, 8〔, ;
均有

7 Β

习 Ι
‘, Ψ ‘,

笼
“ ‘ ]‘

Κ

‘  !特 后

Θ 7 ‘,
?

, � 4 Δ毛丁毛 Φ ,
Δ

,

声钾 _

是
, ,

的基
。

今取

5 Δ , Β & 7 , , & , 飞镇 Δ4 夕《 ; ,

Δ
,

8’今 _
 

由于

万
� 4 “ ]哎

‘
 

!笋

⎯ ‘, 5 ‘, Β & 4 艺
⎯ ‘! Ψ ‘, 8&

,

4 ! 4  

了笋 舌

故序列

5 ‘,
?

, � 4 Δ 4 ]4 ; ,
Δ

,

声尧 _

是 [
1

中的线性无关向量
,

且对任意5 〔[
; ,

由引理知

5 Β & Ψ & 一 & 4 艺 兀
, , 7 , , 8& Β

艺 Ι
‘, 5 ‘,  

� 4 ‘簇 !心 。

‘
 

]件 奋

ς 4 ‘喊 矛Υ  

‘ ]诱 士

故

Θ 5 ‘,
?

, �簇 Δ 4 ]簇 Φ ,

是[
;

的基
。

以上讨论
,

可以得到

定理� 4 Δ 8 5 Α “ 0的对称矩阵解集合为线性空间
,

4 ΔΔ 8 5 > 二 ∋的对称矩阵解5的通解表达式为

Δ
,

]午 _

其维数 α 二 Φ4 Φ 一 � 8β � 

5 二

艺 Ι
‘, 减‘, 二 & 4 艺 Ι

‘, 7 ‘, 8 &
 

‘“ ;万仁二
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4 �∋ 8
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三
、

5 > Β Χ反问题的对称矩阵解结构

问题 = 己知 Α Β 4> , , > Γ ,
⋯

, > 。

8, 〔+
“

和Χ Β 4Χ
, ,
西� ,

⋯
,

Χ
。

8
了
任+

” ,

Χ 斗 。
,

求 5 任6
Κ

使满足

再> 二 Χ , ’

4� � 8

5称为非齐方程组 4 � � 8 的反问题的对称矩阵解
,

或称再为 4 � � 8 的对称矩阵解
。

解 由于Χ寺 ∋
,

故
> 奔 ∋

,

设孙等Η
,

由式 4 Ξ 8 知式 4 � � 8 等价于

& 5& Ρ。 Β 口
一 , & Χ

。

4 � � 8

记

Ψ 0 ΒΒ & 5 &

和

夕
一 ’

& Χ Β 47
1 χ ,

7 Γ, ,
⋯

,

7
, 七8 , ,

4 � � 8 变成

Ψ 0 Ρ , Β 47! , ,
7 ; χ ,

⋯
,

7
。 , 8 , Κ

任取对称矩阵7。 ,

只使其第_列为47
; 。,

7 Γ χ ,
⋯

,

7
, 。8

: ,
取 5。 Β & 7 0& ,

满足

5 0> Β Χ
。

故人是 4 � � 8 的对称矩阵解
,

或称5∋ 是 4 � � 8 的一个对称矩阵特解
 

问题 3 求 4 �� 8 的对称矩阵解流的通解式
。

解 由式 4 � � 8确定的齐次方程组再
> Β 。称为 4 Φ 8 的导出组

 

导出组对称矩阵解田 问

题 1 , � 己完全解决
 

定理Γ 5为式 4 � � 8的对称矩阵解令今5 Β 5 。Ν δ
 

其中气是 4 � � 8 的对称矩阵特解
, δ

是式 4 � � 8 的导出组的对称矩阵解
 

证明 设5为 4 � � 8 的对称矩阵解
,

则

45 一 5 0 8> Β ∋
 

记 5 一 5。 Β δ , δ就是 4 � � 8 的导出组的对称矩阵解
,

从而 5 Β 5 。 Ν δ
 

反之
,

由于45 。 Ν Λ8 > Β Χ故5 Β 5。 十 δ为 4 � � 8 的对称矩阵解
 

4 证毕 8

由问题 � , � , = 及定理 � ,

立即得

定理= 5二 二 Χ的对称矩阵解5的通解式为

万 Ι
, , 5 ‘, Β 5。 Ν & 4 万 Ι

, , 7 ς , 8&
4� = 8

� 、  蕊 !蕊  

,
,

夕并 二

其中气是 4 � � 8 的对称矩阵特解
 

, 、

燕
 

“
了“! Β “‘

; ;

毛
、  

尤
⊥ ] Ψ ‘! , 。

‘ , !护 正 ‘
 

!摊 ‘

是 4 � � 8 的导出组的对称矩阵解的通解式
 

‘

下面考察 4 Φ 8 的反问题的对称矩阵解集合之性质
。

·

记 4 � � 8 的对称矩阵解集合为[ Γ Β
Θ 5 #5

> Β Χ ‘姜 。
, 5 任￡?

,

记 4 � � 8 的导出组5 > 二
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∋的对称矩阵解梦间盯
;

的 墓为δ , , δ Γ ,

⋯
, δ ,

‘α

贝
?

1

ε; 4, Μ 一 � 8 ,

八。

是 4� � 8的对称矩阵特解
,

性质# 5 。, 5 Η Ν 。, , 5 。 十 Ξ � ,

⋯
, 5 。十 氏 为[ 。

中的线性无关向量
 

证明 若

⎯ 0 5。 Ν ⎯ 二45 0 Ν δ ,
8 Ν ⋯ Ν ⎯ Γ

45。 Ν δ ,
8 Β 0

4⎯ 0 十 ⎯ 1 Ν ⋯ Ν ⎯ ‘
8 5 0

一

卜⎯ , δ ; Ν ⋯ Ν ⎯ ‘δ‘ Β Η ,

而5 。了[
卫,

故推出

⎯ 0 Β ⎯1 Β ⋯ “ ⎯ α Β Η
。

人4,

卫恤于牡8 为 4 �

沁的 , χ

乙

4 证毕 8

性质� 若5∋
,

对称矩阵 5为 4 � � 8

5 , ,

龚个线性无关的对称矩阵解
,

则

的对称矩阵解的充分必要条件是
5 三

二。5 。

公压
, 5 , Ν ⋯ 千。

;
5!

,
,

”

其中
,

一

; , ·
,

一 <
、

⎯ 0 Ν ⎯ Δ Ν ⋯ Ν ⎯ ‘ Β �
。

证明 当
⎯ 。十 ⎯ , Ν ‘二 十 ⎯ ‘二 �时

,

4⎯ 0 5 0 Ν ⎯ � 5 # Ν 一 Ν ⎯ ; 5 ‘
8>

二 4⎯ 0 Ν ⎯ Δ Ν ⋯ Ν ⎯ ‘
8 Χ ΒΒ Χ

。

反之
,

若 5为 4 � � 8 的对称矩阵解
,

显然
, 5 , 一 5。, 5 Γ 一 人

,

⋯
, 5 ‘一 人是 4 � � 8 的导

出组的对称矩阵解空间的基
,

故碗写成

5 Β 5 0 Ν ⎯ <
45 ε 一 5 0 8 Ν ⋯ Ν ⎯ ;

45 ‘一 5 0 8
,

5 Β 4Δ 一 ⎯ Δ 一
·

一
⎯ ‘

85 0 Ν ⎯ � 5 ε Ν ⋯ Ν ⎯ ‘5 ; 。

八 Β ⎯ 0 5 0 Ν ⎯ 1 5 # Ν ⋯ Ν ⎯ ; 5 ‘,

⎯ 0 Ν ⎯ 1 Ν ⋯ Ν ⎯ ‘ Β �
。

证毕 8

而中

即从其

四
、

计 算 实 例

以 ; 二 3的例子
,

给出按 以上各步进行计算所得 5 > Β Χ 的对称矩阵特解
。

设己知

Α 二 4一 � , 3 ,

甲万
, 一 Ο 8

, ,
Χ Β 4� , 争Κ 一 � ,

3 8,

求对称矩阵5
,

使满足5 > Β Χ
。

�
 

计算。
 

9 二 “百 4#Θ
二

Θς
� Ν ς

二
川 ς二 ??8Τ

,

其中 ς一
二

Θ#Β Μ , 二 <

一
ε 斗。

, “

9 · 犷丁4Μ,
十 Μ8 Τ 一 寸五万几

�
。

计算 气 一公
一

‘· Ν 6“。
“

ς , ”
Α

Ρ ,
8

,

其中
Ρ ; 二 4Δ , ∋ , ∋ ,

∋户
Κ
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1

扩劝厄
 4 一 � ,

3
,

斌万
,

8
, 一 Μ 4� , ∋ , ∋ ,

∋ 8,

奋

奥一 4 一 Λ
,

3
,

召了
, 一 Ο 8气

丫 � ��

=
。

计算∋
 

∋ 二 卜 ΓΩ Ω :

。 Β , 一 丁
二

奥 4一 Λ
,

3
,

召下
, 一 Ο 8: 4一 Λ , 3 ,

了了
, 一 Ο ,

材 � � �

,翻Φ
�口� 任一 !

∀ #

!召不

一 ∃ %

一 ∃扩万

# %

!斌了

一 ∃扩万

∃ &

∋矿万

一 ∃ %
‘
、

# % ⋯

∋斌了
(

∀ ) )

∗护+,

+−
、

)

一
∋.一一

∃
(

计算 /。
(

0 。的第 ) 列为犷
, 1 2

,

其中吞3 一 4 56 7 8 9 : ; <=9 +卜 >
,

“一1 2飞品下
8 一 !”一 ‘“了

, # .‘? ‘“了
, 一 ‘”? #‘了了

, ‘。‘一 ∋了了 ,
, ,

一 ! % 一 !了不 #. ∃ ? ∃了不

# . ∃ ? ∃斌了 %

一 ∃ & ? # ∃斌了 %

)% ∃ 一 ∋斌了 %

一 ∃& 十 #∃ 扩了

%

%

%

) % ∃ 一 ∋扩万

%

%

%

∗

⋯
+
、

一钾了

‘(孟一、护

一内≅一户≅一一几廿/

∋
(

计算 Α Β (

人。3 1 0 Β≅
Χ

%自八”八1月任

Α 。 )

∋ . ∀ 又 >

一 名

∀ #

!了了

一 ∃ %

一 ∃斌了

# %

!斌了

一 ∃扩了

∃ &

∋了了

一 ∃ %

# %

∋扩万

∀ )

#),,,+,
Δ
、

一 ! % 一 !材了

# . ∃ ? ∃了不

一 ∃ & ? # ∃了了

) % ∃ 一 ∋材万

# . ∃ ? ∃召不

%

一 ∃ & ? # ∃犷了

%

)% ∃ 一 ∋了了

%

一 !

∀ #

!了了

一 ∃ %

∀ #

∃ %

一 ∃了了

# %

!了下

一 ∃召了

∃ &

∋了了

一 ∃ %

# ≅

∋扩了

∀ )

∗厂
(

,,,
+、、

Α。二 )

∋ . ∀ 9 >
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一 2 Ο � = � Ν Ο ��了下

� ∋ 3 2 Ξ ∋ 一 � ∋ 3 Λ召万

� � Ο ∋ 3 Ν 3 Ο ∋ Ο Ξ召了

一 = � Ο Ξ = � Ν � Ο Ξ ∋研了

线性代数方程组反问题的对称矩阵解 土= =

� ∋ 3 2 Ξ ∋ 一 � ∋ 3 Ο召了 � � Ο ∋ 3 Ν 3 Ο ∋ Ο Ξ了了 一 = � Ο Ξ = � Ν � Ο Ξ ∋了了 8

Ξ Λ 3 ∋ = � Ν Λ � 2 �了了 一 Λ Ξ ∋ �Ξ Ν 2 Ο Μ 3 3召下 一 Μ Μ = � � 一 � ∋ � 3 ∋召下 ’

一 Ο Ξ ∋ �Ξ Ν 2 Ο Μ 3 3矿了 = Ο Ο 3 ∋ 一 3 Ξ Ο 2 �寸了 � ∋ Μ Ο � ∋ Ν Μ 3 Μ Ο � ∴β 了
’

一 Μ Μ = � � 一 � ∋ � 3 ∋扩了 � ∋ Μ Ο � ∋ Ν Μ 3 Μ Ο �扩 了 一 Λ Μ Ο Ο � ∋ Ν 一� Λ ∋ ∋ ∴ β 了
 

Ξ
 

验算结果

5 0 > 二 4� , = , 一 1, 3 8
, 。

五
、

注 记

一 ,
�

对矩阵5 ,

取消其对称的要求
,
求5 Α Β Χ的反问题解叙述如下

;

月 , Β 0的反问题解空间
, ; Β Θ 再 ς5 Α Β 0 ? 的维数是

; 4。一 � 8
 

记乓,
为第行于第]列元素为 �

 

其余元素为零的 Φ 阶矩阵
,
矩阵序列

Θ 5 ; , 二 & “] & ? Δ Β 1 , � , ⋯
, , , < ]二 � , ⋯ , _ 一 1 ,

无Ν � , ⋯
, , 4>

的第无个分量不等于零 8
,

为
, ;
的基

。

设 Ψ∋ 为第_列元素是少
卫0 Χ ,

其余元素都是零的
Φ
阶矩阵

,
则5 , Β & Ψ∋ & 是5 > Β Χ反问题的

特解
 

5 > 二 ‘的反问题的通解 5 为
5 Β 5 0 Ν δ ,

其中5 。是 5 > Β Χ反问题的特解
, δ是其导出组5 < 二 。的反问题解

 

�
 

若 ��>]1 二 �?Χ]1
 

求正交矩阵 5 ,

满足方程组 5 > Β Χ
,

叙述如下
;

不失一般性
,

记 ��>]] Β ��Χ11 “ �
 

取7的第_ 4> 的第无个分量
> 、

含 ∋8 列是
⎯ < Β 口

一 # & Χ

⎯ 二⎯ 。 Β 4刀
一 ’& Χ 8− 4夕

一 ’& Χ 8 Β 1

在+
“

中取
⎯ , ,

⋯
, ⎯ 、φ , , ⎯ ‘ Ν ; ,

⋯
, ⎯ 。

使

夕 ε ,  ’  , ⎯ 七

一 仓正, ⎯ 至Ν ε ,
‘ ’

一 ⎯ ”

为+
”

的标准正交基
,

取

7 Β 4⎯ Δ

⋯⎯ , φ 1⎯ χ ⎯ 。十 α
⋯ ⎯ ,

8
,

Ψ 为正交矩阵
 

取 5 Β ∋ 7 ∋ 亦为正交矩阵
,

且满足

5 > 二 Χ
。
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