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变分近似解
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本文利用方块脉冲函数研究一般型泛函变分的近似解法
,

湃将真应角于求解为学中的变夯问

题
 

数值算例表明这一新的方法具有计算简便
、

适应性强
、

精度较好的优点
 

关健词 变分法
,

脉冲
,

数值计算

一
、

前 言
‘

泛函变分 的近似解法是变分学在实用上最重要的问题
,

长期以来
,

人们一直致力于寻求

各种有效的近似解法
,

诸如欧拉差分法
、

李兹法
、

伽辽金法以及有限单元法等
,

由此推动 了

变分学研究的进展
。

在以往力学变分问题的近似解法中
,

试函数的选取一般都假设是容许函数 本 身 2 如 位

移 7
,

而通过微分得到容许函数的导函数 2如弯矩
、

应力或应变等 7
 

是否可将试函数的选

取取为容许函数的导函数
,

求解后通过积分得到满足泛函极值的容许函数夺身 = 文献 > � 〕提

出了采用沃尔什函数
,

文 献〔? ≅提出了利用等宽方形脉冲函数
,

分别从容许 函数的导函数入

手
,

研究了型如
丁! Α2 , , Β 2才,

, ‘2才, , ΧΔ 的最简单泛函的直接变分近似解法
,

取得 了较好 的

结果
。

本文利用非等宽方块脉冲函数
,

研究了具有多个待定函数
、

具有
−
阶导数的一般型泛

函 >Ε ≅

− >。� , , ? ,
⋯

, , 二Φ 二

Γ“ ! Η二 Ι , ! , , ? ,

⋯
, Ι 二 Ι 。, Ι , , , ? ,

⋯
, , , 二 Ι , Ι

· 7 , , 盆
· , ⋯

, , 。· 〕≅、二 2 � 7
一 一 8 二。 ϑ 一

)

的变分近似解法
,

并应用
,

于求解力学中的变分问题
 

数值算例表明
,

采用方块脉冲函数法具

有计算方便
、

适应性强
、

精度较好的优点
,

不失为一种 简便而有效的求解直接变分问题的新

方法
。

本文 �   Κ年 Λ月Μ日收到
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二
、

非等宽方块脉冲函数的定义和性质

、 产
 

、声,目
,

内#了、爪了
 

�
。

非等宽方块脉冲函数的定义

设在区间「Ν 。, Ν 司包含有Ο 个不等宽的方块脉冲函数族
,

其矩阵表达式定义为

Π 2Ν 7 二
> Θ Ι 2Ν 7

, 0 ? 2Ν 7
,
⋯

, Θ 二 2Ν 7 ≅
= , Ν 〔:Ν 。, Ν 。

≅
,

其中第∋个元素定义为
/
’

� , Ν 〔ΔΝ 。
一 ! ,

Ν 。 ≅
,

Θ 七2万 7 Ρ 了

Σ# ,

其它
 

?
。

非等宽方块脉冲函数的性质
2 � 7 性质 � 2 乘法公式 7 !

对一切 Ν 任 >Ν
。, Ν 司

,

非等宽方块脉冲函数族满足下面 乘

法公式

Σ
一

执2劝 ,

乳2Ν 7幻2幻 于 、

火1 ,

’

∋ Ρ 六

∋今声
,

2 < 7

Π 2Ν 7Π Η 2Ν 7

其中Χ Τ9 Θ 【
·

」表示对角矩阵
 

2 ? 7 性质 ? 2 正交性 7 !

二 Χ丘。Θ 防
! 2工7

, 0 ? 2尤7
,

⋯
, 0  2Ν 7 ≅

, 2 Υ 7

∀资

非掌宽方块脉宁中函数族是叶
。,

汽/区间上的正交函数簇
!

·

Ν , 一 Ν 。一 ! ,
∋ Ρ ς

ϑ

Θ 。2Ν 7Θ , 2Ν 7Χ Ν 二 2 Μ 7
#,

∋斗万
,

Γ资
Π 2Β

7
Π ·‘Β , Χ Β Ρ Χ ‘·‘〔,

� , , ? ,

一 ‘协’
Ρ “ ,

2 Λ 7

其中恋‘ Ρ Ν 。 一 Ν 。 ; ,  

Ε 7 性质 Ε 2 积分公式 7 !
非等宽方块脉冲函数的积分函数族可用非等宽方块脉冲函

数本身近似展开
,

其积分公式表示为

8
二 。Θ ‘2‘’“考兰 2劣 ∋ Ω 乙’““ 2工’ Ξ 劣 “ 艺

Θ ‘

2Ν 7
,

∋ 二 � , ? ,

⋯
, 二 ,

2 Κ 7

‘Ρ 户 一 �

Π 2Δ 7Χ Δ丝 Ψ Π 2Ν 7
,

2 0 7
#

?劣

/
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其中Ψ为上三角二阶方阵
!

劣 ‘,
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1
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三 函鲜
脉’中函数族展开及边界条件的近低奉示

∀
。

函数按脉冲西
�

教层开
若函数八幻在〔∃

。, ∃ 司上绝对可积
,

、

峨丫公

别可用方块脉冲函数近似展开为 中其
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,
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其其% , 二 【9/
,

内
,

⋯
, 9
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, 9 。

为厂2Ν7 的第∋个方块脉冲函数分量的系数
。

由正交性容易证

明 州
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特别地
,

当 2 Τ 7 若厂2Ν 7 Ρ 5 2 常数 7
,

:2Ν 7丝 5 〔/
, �

, ·

2 �� 7 若:2Ν 7 二 9 Ν Ξ 西
ϑ
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。
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?
 

待定函数及其各阶导函数的脉冲函数展开

设夕
‘“ ’2Ν7 在区间〔

、 。,
Ν 司上绝对可积

,

则可近峨展开为

, ‘
· , 2男7二名Χ

. Θ 。
2Ν 7 Ρ ] 3 Π 2Ν 7

,

2� Υ 7

其中。
, 二 〔叭

,

姚
,

⋯
,

Χ司为待求的未知系数
 

利用式 2 0 7
,

‘

2 �Ε 7 易推 知丫
” 一 , ’2Ν7 的表

达式为
、

千∀/Η
 

/
Ω

, 2 , !

一 2Ν 7 一

ΓΙ
。

, 2· , 2‘7Χ ! Ξ , 2

一
2Ν

。

,

; ;

伪
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Σ

Ρ
〔] , ⊥

2� Μ 7
Π 2Δ 7 Χ士Ξ 夕2” 一 � 7 2Ν . 7+ 3 Π 2Ν 7

Ξ 夕‘
” 一 ‘’2Ν 。7 + 3

」Π 2Ν 7
,

Ι 2

一2· 7 二

Γ!
。

Ι 2

一
‘ � 7 2, , Χ , Ξ Ι 2

一
‘Β 。 ,

丝 >] , Ψ ‘Ξ 岁‘
” 一 ” 2Ν 。7+ Η Ψ ‘一 ’Ξ 夕‘

− 一“’2Ν 。7+ , Ψ ‘十 ? Ξ ⋯ Ξ 夕‘
− 一 ‘

2Ν 。7+ ,
】Π 2Ν 7

,

2� Λ 7

夕2Ν 7 Ρ
> ] , ⊥

”
Ξ 夕‘

” 一 ” 2Ν 。7+ 3 Ψ
’ 一 ’Ξ ⋯

Ε
 

边值的近似表达式

设函数 , ‘2Ν 72:Ρ 1 , Τ ,
⋯

, − 7有端点值
!

夕2Ν . 7 Ρ 夕。, 夕,

2Ν . 7 Ρ 夕‘. ,

⋯
,

Ξ 万2Ν . 7+ ,
≅ Π 2Ν 7

 

2� Κ 7

2� 0 7
夕2Ν 二 7 Ρ 夕。 , 今,

2Ν 。 7 Ρ 刀‘。 ,

夕‘
”’2Ν 。7 二 夕丢

1 ’,

, 万‘
” , 2Ν 。 7 Ρ 夕言

‘,  

若1 Ζ Τ簇 , ,

利用式 2 �Λ 7 可得用脉冲函数族近似表达的边界条件通式

, 2

一
, 2Ν 。 7 一 , ‘

一 2Ω 。

7 Ρ , Ι!一
, ‘一 ‘

6
二忘 矛

夕2
”、 ‘千’7 2Δ 7Χ Δ

2 ? 1 7

其中
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少 ,

2? � 7

若Τ 二 #
,

当 Ο 取足够大时
,

或在 Ν 。附近脉冲宽度取足够小时
,

可近似认为边界值 梦
”7 2Ν

。》

由过 , 8

Ω ?
,

Χ
/

7
,

2, ?
Ω ? Ξ , , ,

Χ [ 7两点的直线外推到
劣 Ρ Ν1 处得到 2图 � 7

,
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2? ? 7

同理可得

, 2” 7 2Ν /− 7 “

合并 2 ? ? 7
、

2 ? Ε 7 两式可得

2? Ε 7
%

一劣一一&∋十
价
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仍脑一
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(
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一∗∗+一班
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(劣
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牙6 ∋ 厉4
7
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⋯
, 7 ,
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8 孟
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四
、

求解变分问题的方块脉冲函数法

考虑式 , + / 中所给出的一般型泛函极值问题
。

设第 =个待定函数的
。
阶导函数 式

”’,劝
,

, = 二 ∀ , 4 ,

⋯

琳
”’
,∃ 卜 。>叭幼

,

其中。:为待求的方块脉冲函数系数矩阵
�

? /可按脉冲函数族近似展开为

其余各阶导函数 琳
” 一 ” ,∃/ 可

按式 , ∀ ≅ / 一 , ∀ Α / 列出
。

的脉冲函数级数
。

对于自变量的已知函数
,

可按式 , . / 一 峰∀ 5 / 展开成系数确定

∀
�

将 以上所得的纵
”’, ∃/

,

已知函数的近似表达式代入式 ,

鲜一
” , 二 / ,

⋯
, , 、 ,二 / , , = Β ∀ , 4 ,

⋯
,

? / 的近似表达式及

+ / 泛函中
,

利用式 , Χ /
、

, 4 ∀ / 把泛函 . 〔Δ
∀ , 夕4 ,

⋯

少司的极值问题转化成如下多元函数的函数极值问题
�
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⋯
,

Χ [。 ,

⋯
,

Χ万
Φ ,

Χ 二? ,

⋯
,

Χ 二二
, 夕孟

” 一
” 2分。7

,
‘

互护
一 ” 2Ν 。7

,

一
, 夕。2分。77

‘

Γ 二次。
, , 丫�

2介7沁
、

, 、
,

∋ 二
;

� , ? ,
⋯

,

)
。

Ε
。

对于给定的边值条件
, ‘

’

可按式 2 ?1 7一褚?< 7 列出如下二般形式的代数方程
甲, � 2Χ

。, ,

Χ
. [ ,

⋯
,

Χ
。二 , , 兔

” 一
” 2Ν 。

7
,

夕兔
” 一 ? , 2Ν 。7

,

⋯ , �
2Ν 。77

2? Υ 7

“ 甲 , 。2] 。 , ⎯。2Ν . 7 7
,

其中 2 /“ ) 7为边哭条件所确定的方程个数
。

∋ Ρ � , ? ,
⋯

,

)
,

Τ Ρ � ,
?

,
⋯

,
/

,
2 ? Μ 7

挤饵对泛函 ‘
、

‘ ’齐极值曲线头 2‘ 7的问题
,

最终可提为在约束条伴式 2 ? Μ 7 下
,

求式寸?Υ 7 的多流函数的涤件极植问题
 

 

利用拉格朗 日乘子祛
,
构造辅助函数为

,

一
; 、

, /
,

飞

Α 2。
� , 丫�

2分。7
,

入, 、7 Ρ
必2认

, 丫‘2Ν 。7 7 Ξ

万 艺久, 。2] 。

‘乓2粉 7
 

2? Λ 7
七二飞 丁目 �

为了计算方便
,

可把已知的各阶导函数在 Ν 。
处的边值代入式 2 ? ? 7 中卜使丫

。
2Ν 。7 中仅包含有

未知 2待求 7 的边值
、

设对第 ∋个待定函数
,

其各阶导函数在礼处的魂值巳知有“个
,

那 么对
,

)

)个待定函数则有 α 一

聂
‘

价在
Ω 。
处 己知的边值

·

于是在辅助函数户年共包含有 ‘) ‘ 二 Ξ )

Ν − 一叮 Ξ ) Ν /7个待定参数
 

其中] 、

有 2) 又 。 7个
, ⎯、

2Ν 。7有 2) Ν − 一万7个
,

入ς ,
有2) Ν /7个

。

根据多元函数取极值的必要条件有

口Α Ω 口] 。 Ρ 1 ,

2? Κ 9 7

胭 Ω 口⎯。2Ν 。7 Ρ 1
,

∋ Ρ � , ? ,
⋯

,

)
,

ςΡ � , ? ,

⋯
,

/
,

2? Κ β 7

口Α归久
, � Ρ # ,

2? Κ χ 7

其中式 2 [δ9 7 包含有 2 ) Ν Ο 7个方程
,

式 2 ? Κ β 7 包含有 2 ) Ν − 一α 7个方程
,

式 2? Κ χ 7

包含有 2 ) Ν /7 个方程
。

Υ
 

由式 2 ? Κ 7 联立解出 ] 。 Ρ
>Χ

. / ,
Χ
‘? ,

⋯
,

Χ
、, ‘

≅
,

2∋ Ρ � , ? , 二百,

) 7和未知的 丫。2Ν 。7

Ρ Γ习二卜
” 2Ν 。7

, 万见
− 一 ? , 2Ν 。7

,
⋯

, 万, 2Ν 。7〕
,

代入式 2 � Μ 7 一 2 一Κ 7
,

最后求出极值曲线夕
。

2Ν 7

及其各阶导函数 或
” 一 ‘’2Ν7 的近似解

 

五
、

应 用

�
。

梁的弯曲问题

2 � 7不考虑剪切变形梁 2卫程梁 7 的弯曲
!

对于均质的等截面梁
,

受分布荷截ε2 Ν7 2 图 ? 7
,

相应的势能泛函为

以以以日日日日
一一一

ϑ 一 φ

一一

�� 2留2Ν 77 二
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两端铰支
,

只片
·
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其几何边界条件给出
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2Ε 1 7
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⋯
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ϑ
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口2Ν 7 Ρ % 3 Π 2Ν 7
,
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,

积分后得
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心
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Ψ
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5
·
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Ψ
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5
·

% ,

将边界条件式 2 Ε1 7代入式 2 ?1 7 得

甲� “ 留 2/7
、

一 留21 7 毛 ># , Ψ Ξ 耐 21 7+ 3
63 Ρ 1

,

引入拉氏乘子
,

建立辅助函数

尸2]
,

留 ,
21 7

,

乳
�

7
Ρ 2! , Ω ? , 。

! χ 。 一 。·, , 。, ! 易
∀

2。7! , , χ ,

Ξ 入Ι
〔] , Ψ Ξ 招 ,

21 7 + 3
≅3 ,

由极值条件可得

、

/χχ
、

∀
了护

口] 3

Ρ + / γ 。 一户
 

户
 

γ
 

% 十入! Ψ 3一 。,

口尸

Χ 留
‘
21 7

Ρ 一 + , 杯
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、
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黑
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Ι Ξ 留 ,
‘。7 ,

, Ι 一 。
;

9 % 6

联立求解式 2 Ε Κ 7 可得未知数 ] , 切‘
21 7

,

再代入式 2 Ε冬7
,

最后求得 脚2Ν 7
, 。 ,

2Ν 7的近似

解
。

若材料是非均质的或截面形状不是构笋的
,

只哥把+ /凰作是
‘ 的函数

,

同时按式 2 � � 7

展开
,

上面的方法一样适用
,

不会增加天大的困难
 

表 / 给出了当 ε 2Ν7
Ρ ε1

,
/二 / , Ο 二 �? 时

,

本文数值解与精确解的比较
 

由于对称
,

列出一半结果
。 ‘

仅

表 � 弯矩与挠度的数值解与精确解 2 Ν ∀。
一 ?

ε1 Ω+ 6 7

切”本文数值解 二
, ‘
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单
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对结构的形状
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载荷分布情
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所得到的结果和理论解吻合较
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的值列在表 Ε 中
 

由表中可以看出
,

、

除了在弯矩变号处误差较大之外
,

其余的均和精确解较

好的吻合
 

这种误差的片生主翻是因为正负方块脉冲突变的地方并不正好为零弯矩之点
,

当
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利用所求得的α 2劝
、

α
‘

伊7值
,

可以容易地求出框架的侧移量
 

六
、

结 语

�
 

方块脉冲函数具有优良的运算性质
,

利用它进行直接变分求解
,

计算方便
,

适应性

强
,

未知数物理意义明确
,

具有较好的计算精度
 

?
 

与现有的近 似方法不同
,

本方法是从容许函数的导函数入手
,

通过积分求得待求函

数
 

方法新颖
,

效果较好
,

不失为一种新的有效的近似解法
 

Ε
 

由于采用不等宽方块脉冲函戮犷可以在边界附近或其它函数梯度变化较大的地方随

意减小脉冲宽度
,

以提高计算精度
。

<
 

本方法还可以 进一步推广到依赖于多个自变量的多元函数的泛函极值问题
。
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