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摘 要

不文通过对假想的单位球面上点的微小位移的分析
,

赋予由 0 8 : ;< = 应变公式给出的应变向

量以明确的几何意义
,

从而使小变形应变张量中一向具有不同几何解释的正应变和剪应变分量具

有统一的 几何解释
,

业举例说明了它的有效应用
4

关键词 向量
,

张量
,

应变分量

引 言

在连续介质力学 中
,

作为二阶对称张量的应力张量 价
, 和应变张量

。‘, ,

尽管其所代表的

物理和几何含意截然不同
,

但其数学特性是完全一致的
4

因此
,

在应力范畴中进 行 的 有关
> 2 <? 圆

、

% 8 ≅ 。

应力椭球
、

08 :; < =应力二次曲面等的研究
,

在应变范畴中都有类同的结果「� 一幻 ,

在应力范畴中
,

熟知的08: ;< =1Α 花力公式 ‘

−
‘ Β 8 ‘, 公, Χ

,

ΔΒ � , Ε , Φ

给出了一点处过该点 以单位向量
, ,

为法线方向的截面元上的应力向量兀

的求和约定 1
4

在应变范畴中
,

对应的0 8 : ; < =应变公式

/ � 1

本文均采用对哑标

+ ‘ 二 ￡Χ了歹�

/欲熟

给出的应变向量云
‘

却不受重视
4

现中外有关教科书也不 曾对
一

此; 8 : 。五=应 变问量加以勇分分析

和应用
,

原因是 + ‘

本身似不具有明确的几何意义
。

本文通过对介质 中一点邻域的无穷小球单元在纯形变映射中 /不 含刚性平移和刚性小转

动 1 球面上点的位移的分析
,

赋予+ ‘

以明确的几何意义
Γ
统一了小变形应变张量中正应变和

剪应变分量的几何解释
Γ 借助若干简例

,

阐明这一观点的实际应用
4

二
、

0 8 : ; < =应变向量的几何意义及对应变张量分量的统一几何解释

在笛长尔坐标系 巾
,

介质中一点Η 及以Η 为球心
,

么 为半径的无限小球域在小变形后被

本文 � 6 Ι ϑ年6月Ε 6 日收到
4
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这一映射寸视为刚性映射柑纯形变映射两部分的叠加
4

排除

剧性平移的成分
,

该映射可由下式体现
Α

Ν : ‘ Β 。‘,

ΝΟ
, Π 6 4 ,

ΝΟ
, ,

其中

/ Φ 1

Α ‘, 二 /Θ Ρ Ε 1/
Α ‘, , Π Α , ,

Γ1
,

Σ
‘, Β /� Ρ Ε 1/:

‘, , 一 : , , ‘

1
。

式 / Φ 1 一 / ϑ 1 中
, Α ‘
为位移向量

, 。‘Δ
为应变张量多 岛

,
为反对称转动张量

。

自Μ, 点沿单位方向向量
, ‘

方向且其终点 (在球面上的向量

众
‘Β 心 , ‘,

显然
,

Ν:
‘

代表 了Τ 点在随球域刚性平移后所完成的位移 口Χ口
,

/ 图 � 1
。

若记

/ Κ 1

/ ϑ 1

让ΝΟ
‘
表示发

Ν。‘ Β Ν入Υ ‘,

则式 / Φ 1 可改写为

Ν入Υ
‘ Β Ν入。‘, , , Π Ν入Σ

‘, ς , ,

Υ
‘ Β + ‘Π ∀ ‘,

/ Λ 1

其中

为研究式 / Λ 1 的几何意义
,

半径的
“

单位球
” / 图 3 1

4

∀ ‘ΒΒ Σ ‘, ς, 。

把以么为半径的无穷小球域放大
,

设想一以Μ伪球心
、

显然
,

刀
‘

表示沿叭方向向单位球面上的点之库移向量
,

/ Ω 1

以 � 为

它由两

部分组成
Α
一部分 由刚性小转动引起

,

由∀ ‘
表征

Α

∀ ‘Β 。 ‘, ’ Ο 刃 二 Ξ ‘, 。。万”
, , ,

/ Ι 1

其中

。厂
护 ’ Β 一 /Χ Ρ Ε 1

Ξ ‘, 。。, ,
/ 6 1

为刚性小转动向量
, ‘
。为置换张量 , 另一部分由纯形变引起

,

由+
‘
表征

。

可见
,

08 : 2 < =应

变向量+
‘

实际上具有明确的几何意义
Α 它表示一点处沿ς3 方向上 “单位球” 面上的点在纯 形

变中的位移
。

必须强调指出
,

这半径为 � 的 “
单位球

” ,

代表着半径为么的无 限小 球 域 ,

“球
” 面上点的纯形变位移 + ‘,

代表着在无限小球面上沿ς’方向上的邻点在纯形变中相对球

心质点的真实位移
,

除以心 / 当心” 2 时 1 的极值
4

它完全描述了一点处在 , ‘方向的纯形变

状态
。

+
‘

在球面法线上的 分量

+ 矛
” ’ Β + 4 ς 二 ς , ΒΒ /。。

。ς 4 ς 。

1ς‘ / �7 1

及在球的切平面上的分量

+ Γ
‘’ Β + ‘一 +矛

” ’,

/� � Ψ



第 3 期 08 :; < =应变公式的几何解释及其应用

分别 描述 了一点处在
, ‘
方向上的正应变和剪应变

4

一点处在某方向上的剪应变在此获得了明

确 的定义
。

考察
“
单位球

”
面上沿坐标正向的三个点的对应的; 2 : ;五=应变向量 / 图 Ε 分少

图 Ε
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4 ‘ 。

‘ ,
� Ε 6

+ ‘Β “ , ‘, 石‘ Β Α Ε ‘, + ‘ Β Α Φ ‘,
/� Ε 1

可以清楚地看到
,

应变分量可被直观地解释为这三个点在纯形变中的位移的分量
4

正应变和

剪应变分量在此获得了统一的几何解释
4

值得指出
,

传统对正应变和剪应变分量的几何解释

是不 同的
Α

正应变指线元变形后 的伸缩率
,

而剪应变则指原正交的二线元在变形后夹角的改

变量之半
4

这造成 了对应变张量分量统一理解上的困难
4

本文的观点为理解和应用应变张量

及08: “
斯应变向量提供了新钓更方便的途径

4

三
、

应 用 举 例

�
4

过一点任意方向麟元的小转动

一点处任意
, ,

方 向上的线元小转动可直观地反映为单位球面上对应点的位移向量Υ 在其

切平面上的分量Υ Α
‘’ /

面内
,

故

图 3 按平面问题示意 1
4

由于由刚性小转动引起的位移 ∀ ‘

本身在切平

Υ “
‘’ Β 五厂

‘’ Π ∀ ‘ 4

让。
、

。 ‘“’和 舀 ‘尹’ 分别表示线元灼总铸扮向量
、

向量
,

式 / 招 1 可改 写为

/� Φ 1

由纯形变引起的小转动向量和刚性小转动

。 Ο , Β 。 / Ν 1 Ο , Π 。 / 尸 1 Ο , ,

/ �Κ 1

其中

。 ‘“’ Ο , Β +“
‘’ 二 + ‘ 一 + 矛

” ’ 4

1 等式两边
,

不难证 明

。 / ‘ 1 二 , Ο + Β Ξ ‘� Ζ 夕, + 。·

线元的总转动向量最终表达为
5

/� ϑ 1

用Η叉乘式 / �ϑ

/ �Λ 1

引用式 / 6 1

。 ‘ Β 。 3
‘’ Π 。 [

? ’ Β Ξ ‘, 。, , + , 一/� Ρ Ε 1
Ξ ‘, Ζ Σ , 。

Β Ξ ‘, 。/ς Δ+
。 一 /� Ρ Ε 1Σ

�。1,

对平面问题
,

上式简化为

/� Ω 1

田8 Β 护Γ
+ ∴ 一 歹Ε+

) 一 6
� Ε 4

ϑ 1 可直接获得熟知的结果
’Φ] Α

/ �Ι 1

借助式 / Ε 1
、

/ Κ 1
、

/

口4
⊥ ⊥ 。 4

� 口
沙

日犷 、
⊥

⊥
⊥

口:
⊥ ⊥ 。

叽 Β
一

百牙
一夕 , “ 十火

一

�犷 一
一

刁犷1
夕‘“ ,

一白了
“Ε “ ‘ /� 6 1

Ε
4

过一点两任意线元变形后的夹角
� Ε � Ε

以ς
、

ς表示二任意单位方向向量
,

业以 +
、

+ 表示在单位球面上两相应点在纯形 变中的

微小位移向量 / 图 Ε 1
。

设变形前二线元的夹角为人
,

即

Ξ 2 _
必
。

则变形后二线元夹角的余弦可直接表达为
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⊥ /ς Π
)

+ 1
·

/∗ Π + 1
/Ε � 1

[∗ Π + ⎯ [∗ Π + [

借助式 / Ε 1 计算上式
,

业略去高阶小量可得

Ξ 2 _
功

Ξ 2 _

功
。 Π Ε Α ‘, ς ‘ς ,

α /� 十 Α 。‘,

二
‘

子
, 1/ � Π Α Α ‘, ,

Α烤1] β
/Ε Ε 1

·

与一般教科书的分析方法比较
,

上述途径最为简明
4

Φ
4

一点处的平均剪应变和平均正应变

文〔� �以
“
球面任意取一点所对应的球半径和任意两个与其垂直 并彼此垂直的半径方向

之间的剪切角的平方和为常数
” 「, ’

这一事实
,

定义 此平方和沪作为无限小球面上一点剪应变

的度量
,

业定义

, 一 , Χ≅ 、

Ρ上 [
Α 叼Α

_ 净2 ς 苏 � 习

/Ε Φ 1

为一点处的平均工程剪应变
肠 ,

,为球面的面积
。

按本文的观点
,

+ 矛
‘’
描述了“点处在

, ‘

方 向上的剪应变
, +矛

‘’在切平面内任意两个正交

方向上的投影的平方和等于其模的平方
4

这正是前面所引文〔� 〕提到的事 实
4

凤“’的 模 的

平方将随
, ‘

的改变而改变
,

对这个量在单位球面上求平均值 业开方 则得到一点处的平均剪应

变

ΕΚΕϑ
Α

邪
� 「

。

+矛
‘’+ Γ “ ’Ν_

?444�

一

刀“’ Β

丫
其 中

+ 厂
‘’+ 矛

‘’ 二 + ‘+ ‘ 一 /+
‘ς ‘1’

,

, 二 Κ二 ,

即单位球面的面积
4
�不失一般性

,

选择与应变主轴重合的坐标系进行计算
,

“
‘, 1 Ε 二

命[Α
‘

[Γ
〔‘
￡� Ε一’ Π ￡Ε ’一’ Π 一”Φ”

一 /“, ς Α Ε Π Ξ Α , Ε , Π ￡Φ , _ ,
1’]

Λ Χ9 _Ν2师
,

其中
, Θ Β _ Χ9 _Ξ 2 _中,

ς ∴ Β _ Χ9 __ Χ9 中
,

, 8 Β Ξ 2 __
5

经积分 得
刃 / Α , 二 /Θ Ρ 斌丽 1

、

α /
。Α 一 Α Ε 1 , Π /Α Ε 一 。。1, Π /。Φ 一 。Α 1Ε Εβ

与文 α � 」中的 , 值比较可知
,

一点处的平均剪应变为平均工程剪应变之半
,

还可以完全类似地定义一点处的平均正应变

/Ε Ω 8 1

/Ε Ω χ 1

/Ε Ω; 1

不琴Ι》

承
。 , Β 、

趋口
ς 各 [

。

云Α一若,
” ’
Ν_

带文 〔日 中称为平均剪应变
4
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Β /�Ε犷厕工
Ε/。Γ 、 Π ￡Ε Ε Π 。Α Ε 1 Π /。Α Π 。Ε Π 。。1 Ε Εβ

,

/Ε 6 1

在无体积应变的情况下
,

即。, 十 。Ε 十 。Φ 二 2 ,

上式简化为

雳/ · 1 二 “刀孔 /。
� Ε Π 。Ε Ε Π 。Φ Ε 1β

/Φ 7 1

这时
,

以上定义的平均正应变将与主应变空间内的应变状态向量的模只相差一常数因子
4

Κ
。

线弹性体的应变能密度

单位球面上的面力兀Ν_ 在纯形变中的位移 + ‘

上所做的功之半在整个球面上的积分
,

以单位球的体积 ∗
,

即为一点处的应变能密度
Α

业除

3 「
&犷 Β 5

二下一 )

「 �

� 不井
—

上 褚�二 苏

Ε
/Φ � 1

不失 一般性
,

选择与应力
、

应李主轴重合的坐标系进行计算

万 Β

制
4

专
8 ‘,

一
九Ν,

Β

去[Α
‘

[Γ 合
‘8

3￡�一 Ε Π 8 ∴￡Ε , Ε’ Π 叮Φ一 夕Φ”“‘9 夕Ν夕Ν中

二

合
/“�“� Π 几“Φ Π 8_ “Φ ’

·

/Φ Ε 1

以上推导思路直接易于理解
。

四
、

结 论

旨在密切应变张量分析和应力张量分析的类比关系
,

本文熏新考察了0“““<=应变公式
,

通过一点处假想的单位球面上点的位移的分析
,

赋予089
2 <=应变向量以明确的几何意义

,

业

进而统一了应变张量中正应变和剪应变分量的几何解释
。

还就弹性力学中四个典型的问题
,

利用新观点加以重新探讨
,

阐明了08 :; < =应变向量在几何分析中的有效应用
4
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