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摘 要

本文给出在线性各向异性介质 中磁向量势又的多极展开
,

指出它的特点
,

并由此导出相应的

各级磁场
;

为研究磁各向异性的磁场提供一个范例
.

关键词 各向异性
,

磁向量势
,

多极矩 展开

引 言

磁多极展开在近代物理的发展 中占有重要地位
,

是探寻原子和原子核内部带 电粒子的运

动情况
、

分析微观带电粒子相互作用的一个有力的研究手段
.

迄今为止
,

有关资料都是在线

性各向同性介质中展开
.

然而
,

当有时在对分子和原子内部空间
、

点阵排列的各向异性
、

杂

质分布的各向异性以及其它因素引起的各向异性不能不加以考虑时
,

就要求有一个在线性各

向异性介质中磁多极展开的普遍式
.

一

本文在文 〔飞〕的基础上
,

进一步利用已知的磁各向异

性的向量万
,

求在了兹各向异性介质中的磁多极展开式
.

结果表明
,

磁各向异性介质将使各 级

磁 向量势也呈现出各向异性
,

但并不影响作为产生各级磁 向量势的源的电流磁偶极矩或电流

磁四极矩的分布
.

此外
,

由各级磁向量势所得到的磁场
,

都比在介质为线性各向同性时要附

加一个磁场
.

二
、

磁向量势的多极展开式

当磁线性各同异性介质的三个主轴与直角坐标 X
、

Y
、

Z三个轴互为平行时
,

给定的电流

分布

了(沦
‘
) = j

;
(若

‘
)甘

: + jZ(矛
‘
)甘: + 夕: (必

’
)甘3 ,

在空间激发的磁向量势又为川

( 1 )

“‘” 二
一

鑫
一

拼卑豁丝
,

( 2 》
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·



集 1 期 在各向异性介质中攀向量势的多摊矩展开

式中

了
‘
(艺

’
) = a ,

j
:
(公

’
)。: + a Zi: (矛

‘
)。: + a : 萝: (矛

’

)‘3 ,

b
·

( 3 )

a , = 、

/画匾⋯
, a : = 、

/
产1 1

脚卫迎3与
衬念2

飞

a 。 二

了召
1 2召2 2

夕3 3

彻
=

‘竺
十声亡

+

竺、%
.

、 拼1 1 拼名2 娜3 3 1

诊, 、

。2 、

氏分别是三个直角坐标轴的单位矢量 , , ‘,
为磁导率张量矩阵脉

。,
] 的元素

,
左二 才-

了为源点分
’

到观察点茗的矢径
. ,

设有一个以左= , 一 艺
’

为变量的函

f(左) ‘
’

尹(孰
, , 二2 一 二, 2 , · 3

一
)

,

当 x > 丫时
,

在xl 二 0附近
,

f( 左)按泰勒级数展开为

“”’· “” 一 ‘
’ ·

夕‘ ,
砖茶一

口
“

口x
‘
日x , f( 沦) 十

’ ‘ ’

( 4 )

如果 电流分布于小区域V, 内
,

在 V, 内任

取一点为坐标原点
,

Vl 外的观察点P离V, 足

够远
,

对于V, 中的任何部分都有x 》x,
。

如令f( 冗)函数形式为

1 了刀
: ,

.

左
2 ,

.

天只 2
、

一

%
万又

一 二 .

—
十 ——

~
卜 一- -

一
日 ,

亢。 \ Z亡2 1 召2 2 子2 3 。 /

召3 3

。

( 5 )
、、矛z

,

一八0

l

下对一阳十护一}’iil

八卿
二

同理有

介 淤) = 二
尤 协

于是根据式 ( 4 )
,

把 l/ R
;

在坐标原点附近

展开戊泰勒级数
,

得

1 1

R , x ,
一 矛

·

V

图 1
1 又

, 一 , _

J

个 万创 ““
口

2

口x , ·

口x ,

l + ⋯
x 卜

( 6 )

把上式代入式 ( 2 )
,

便得

“‘, , =

命皿青
一 ‘

, ,

‘

十铸补,
, J 口

2 1

口x ‘叙
j x ,

十 ~
·

)J,( i’) 蒯
·

‘7 ’

这就是在磁线性各向异性介质中磁向最势又的多极展开式
.

三
、

磁 单 极 项

展开式 ( 7 ) 的第一项为

又
‘” ‘, , 二

命I仃
了

‘
(绪

‘

)介
,

礼
( 8 )
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令并矢尹为

则由式(l)
、

(3) 得

产,, 二 a : 碑,云: + a :曹a碑: + a a官: 若3 ,

了
,

(,
,

) =

萨
·

了(,
,

)
,

( 9 》

(1 0》

代入式 ( 8 )
,

得通过并矢表示的磁单极项
) 》

,
( 。

, (‘)

喘汁.JJJ]
‘,

,

, “犷一

由稳恒电流连续性可得

如
‘

,

, dV
, =

手Idt
’ = ‘

步“
‘ 二 。

·

因此
,

磁单极项变为 又
‘。

) (勃 = o
,

此式表明
,

在磁各向异性多极展开中
,

同样不含有磁单

极项
,

即不含有与点电荷对应的项
。

四
、

磁 偶 极 项

展开式 ( 7 ) 的第二项为

又
‘, ) (沦)

二
一

金仃J(
‘

, ·

v

寺)了
““’‘V

护,

(1 1 )

222s/盯盯��一
劣

, 2

十
~ 一一匕一

鲡竺肠
时一翔矿�、且

- 一

1 一 = _
-

兰竺(
口x i x , 产一 \

朴几十

拼1 1

x ,
l x 产

二 一

一
I

—
+

升2 2 、 产一z

!

一
礼"

一机
口

0xs
( n ) 中 l风的梯度为

= 一

李(毕
+

单
十

琪 )
,

行习3 、 尸1 1 户名名 尸 8 3 ,

l一礼

有式因故

x’ 劣 ,
_

从

—
碑1 +

一
刃空 +

一
忍

r7 ~ 2 一 = 一止止一⋯一一卫丝一二
一

一
~

些乡旦一
v

丸 f x : 2 二 朴2 二 x : 2 、3 / 2

,

一
「

一一
1

—
.

、 产一i P忍2 产a, I

( 12 )

式中

录‘
。

=
.

进里一砂: +
.

三红 , : + 一

兰3一, : .

拌1 1 拌2 2 产5 3
( 1 3 )

以式 ( 1 0 )
、

( 1 2 ) 代入式 ( 1 1 )
,

得通过并矢表示的磁偶极项
) >

“
( 1 , ( , ) =

簇
·

丁脸
, ·

导 ), ‘,
,

, ‘V
, ·

由于稳恒电流体分布总可以分成许多闭合电流管
,

如令I 代表其中一个电流管的电流强度
,

则用了(澎 )d V’ 二 I d澎代入上式
,

有

) )

,
‘” “ , 二

佘
·

少
,
犷 ·

令
“

, ,
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苦
、.声扎一矿,1

r
J r , , ,

澎
。

父, , ,

r
, 、 ,

剥
I, 、 J 二

二 f
,
」、 ,

” =
岁
“ L‘

~
月

矛
~ , 劣 ’ =

了
‘二

‘

又拿
, “ 劣

’

十
少叹“矛

’

把前式改写为

扎一扩

式中

尹
气

) )

,
( ! , “ , =

令
·

专〔萝
“

, ·

令
,“

, 一

乡
(‘,

,
:

令
=

擎
.

李叔
,

, 、 ‘,
,

) 、

斗
=

达二
。 、 -

4 万 石 J x 孙
。

4 万

叶

歹
, ’ x ‘, ’

为电流圈的磁偶极 矩
。

对于体电流分布
,

式 ( 15 ) 变为

。 =

专价
“沁”“v’.

(1 4)

(1 5 )

(1 6 )

以上结果表明
,

在磁各向异性介质中
,

、

,

磁向量势的主导项为磁偶极项
。

作为一级近似
,

可以把一个任意电流体系看成集中在原点的磁矩为沉的电流圈所激发的磁向量势
。

当介质为线性各向同性时
,

有脚
: = 内: 二凡。二 拜,

代入式 ( 9 )
,

得

二言
= 斌厂(。: 。、+ 。: , : + 。。。: = 甲正了

,

式中 I 为单位并矢
。

又 由式 ( 5 )
、

( 1 3 ) 知此时

x产=
X 8

丽7丁多
尸

业考虑到 I
·

沉 二 碗
,

于是由式 ( 1 4 ) 得

又川 (录) =
·

‘
,

一令

氮“令
上式与磁线性各向同性介质中的已知结果一致

。

对式 ( 14 ) 两边求旋度
,

得各向异性介质中的磁偶极场

若
‘, ) = v x 又

‘, ) =

考虑到乳,/ 礼
.
的无旋性

,

于是

群即
_

r ,

一
_

釜
, 。 、 二

,

翻 一 、

而
’
L‘v

.

瓦
了 ‘ “ 一 ‘ ,’.

’

v ,

~ ~

笙压
-

1

凡
3 J ’

V (碗
· 扩

。 ,

, _
、

万贪 = 气仍
.

V 夕
弄 , -

釜
, 。

x “3

代入上式
,

得

V

冲尸�打若
( : ) 二

一

分
v (‘

·

令
, 十

刃
) 滋

_ 召,
-

一
‘

一而
’

v 甲,

) 》
! ) +

纂
·

(v
·

是
: , ‘

,

( 1 7 )

式中 中点”
= 碗

·

澎汀4践
, 。

仅当介质为线性各向同性时
,

才有v 心
‘,

风
. 二 0, 当介质为线性

各向异性时
,
由式 ( 5 )

、

( 13 ) 求得
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1 F x 一2 了 1
.

1 2 、
.

x 2 2 了 1
.

1 2 、
V

盯 一二
.

下~
二 , : 尸万 . 一二

叭

, 、下丁一 甲 一了
,

一
,

一 一二, 一 , 甲 伙万一 , 飞一万一 , 代丁, ~ 一 ~ 不一一
,

人卜一 弄 阵一 ‘ 挤1 1 、 尹 22 产 3 3 产里又 , 产 2 2 、 严1 1 产 8 8
.

种2 2 ,

x : 2 1 1
.

1 2 、1
宁

—
t

—
甲

—
一

—
, 卜

产3 5 、 拜一l 产2 2 拼s a , J

喊
‘’与电偶极矩在线性各向周性介质中所激发的标势相似

.

因此在磁各向异性介质中
,

一

个小电流圈仍可看作由一对正负磁荷组成的磁偶极子
。

显然
,

用磁荷磁偶极子求磁场时
,

需

加上式(17 )中的第二项才代表真实的磁场
。

碗沿任意方向时
,

可由式 ( 17 ) 求得各向异性介质的磁偶极场
。

现假设碗沿Z轴方向
,

即

碗 二 二毛
,

由式 ( 1 4 )得
、

.

城

) )

; ( . 、 , 。 、 一 m 拌,, ,
‘ , 一

茗
‘。

通川 (毖) 二 二卫兰
·

若a x ‘

牛畏飞
4万

一

礼
吕 ”

牙J用式 ( 5 )
、

( 9 ) 和 ( 13 )
,

上式可写成
、,: 日

“
( ! )

昨亩(粉
: ‘

令
对上式两边求旋度

,

得磁偶极疡 户
」

户
, , = 一竺一「卫迈

‘

。,

宇
.

~

丝
丝
丛

一

。
1 *

了生亡
+

4盯厂 L “2姚:
_

, 一

气权二
.
‘

,
. .

、 “, J

赵兰 - 旦兰全生、‘
3

1
.

口 2群1 l a 一拜2 2 I J

(1 8 )

(1 9 )

、.夕
夕一

若戈一a

如果磁矩碗沿X 轴或Y轴
,

又

其对应的向量势磁偶极项分别为
, , 、 , , 、

m l x : , 丸 , 、
、 母 矛 t 劣 , =

—
一二 , 性

—
e 3 一

—
已 2 1,

连兀劣
. . 0 、 a . a ,

一

,
-

~ 尸 幼 一

(2 0 )

又
‘, ) (茗) = 早黑

一

(述
生

一

, , 一 止立- 。3

、
,

4 万x ”
o 、 a i a 3 ,

(2 1 )

对应的磁偶极场分别为

”
‘”

几备上(荟
+

子
一

糕
一

溉)sl 仁呈拾
~

‘2 +

箫:
‘3

」
”

( 1 ) =

俞〔箫
‘1 ·

呼
·

等
一

糕
一

溉冲斋
。3 ,

(2 2 )

(2 3 )

表 明各向异性介质对磁场分布的彰响
.

现假设在磁各向异性介质中
,

有半径为西
,

通有电流I的圆线圈
,

其磁矩大小 二 = I 二b
“ ,

沿 Z轴方向
.

在大距离处
,

有 x 3 二 : , x , = x : = 。
,

代入式 ( 19 )
,

得

、
( 1 ) = ; 3 3

(
、

/五
十、

/互声2 : , 产2 1 命
苔3 ·IbZ

(2 4 )

当介质为线性各向同性时
,

有召
1 1
匕环

: : 二 脚3 = , ,

于是上式化为云“ ) 二 (、Ib
Z

/ 2沙 )。3 .

这

就是众 所周知的
,

在线性各向同性均匀磁介质中
,

当 : 》西时
,

载流圆线圈在轴线上所激发的

磁场
。

应用式 ( 1 9 ) 或 ( 24 )
,

可求得在各向异性介质 中偶极予的互感系数
.

如 图 2 所示的两

个半径分别为b和帕勺同轴平行圆线圈
,

相距足够远
,

即 : 》b
, 二》 。,

以致于可将它们当作偶

极子处理
。

由式 ( 2 4 ) 得线圈 1 引起的
,

通过线圈 2 的磁通量为
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‘

由互感定义
,

得

,
: : 二 ,

心哥
·

了翻警
,

二 一

午
= 一

妈
3

(了斋
·

了孺)等
,

当介质为 线性各向同性时
,

有两
: 二 拜: : ‘儿

, = 拜,
.

上式化为M 二阿b ,沪/ 2护
,

料的
。

其结杀正是所饭

图 2 图 3

如果两线圈处于如 图 3 所 示的同一平面XO Y上
,

因有xl 一 0, ‘ 2 二 “,

翔 二 0, 于是 由 式

( 1 9 ) 可求得互感系数为

M 二内
: 一 2

了需)影六
当介质为线性各向同性时

,

有脚
1 二 “2 2 二 湘 3 二 ll,

4护
,

其结果也正是所预料的
.

上式化为通常情况下的互感系数M = 拌劝
2
沙/

五
、

磁 四 极 项

展开式 ( 7 ) 的第三项为
洛)

又
‘, , (勤 二

衅
.

4兀
抓防宝夕

’,

~ 护 砂 ‘ 碑. 惬 了= 山
-

口
2

琳
‘
傲

,

卫一五&’) dv
,

饰
-

) )
·

翁封如
“

,

)(‘
, ·

v , “
’ ·

v ,

青办/, (2 5》

用了(澎 ) d vl = I d , ’

代入上式后
,

就体电流分布中的一个
‘

电流管而言
,

有

,
、: , (, ) =

莎
.

喜不己矛
‘

(,
r‘v )

‘

(,
, .

v )

牛
4万 ‘ J 丹 ,
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) )
二

分柳
‘’

‘ ·

斌护卿十
一

“ “

枷
代呵 , ‘朴v ,

寺
“, ‘,

利用全微分绕闭合回路的线积分等于零
,

上式化为

: ‘, 、 , , 、 _

萨 , 升 ;岁
一

叔从
’

、

_
一

、 1
、

、
,
*

,

一
_

、

; ;
, :

二
” 一 、沂户 一

获
’

一岁
L t琳

’

叹’
·

、荞
’

刀 Z se

瓦厂
“斧 一 、“

~
v ’、劣

’

v ’
卫‘芳

,

凡
]

,

冉亩二币龟流詹恢复勤以电流密盯
(釜,) 作体分布的情况

) )

又
‘2 , (, ) 二

共
.

粤{{{:了
〔,

,
)(,

, ·

; )〔,
, ·

v )

李
一 (了(,

,
)

.

v )(,
, .

、)

李
,

,

J即
, ,

任 J ‘ 叶 沙 J J 去 协 价林

考虑下面恒 等式 玉
_ , , , : _ 、、 , , _

、

1 , , , ,

_
、 , , ,

东
一

声r
L

二 若 气少
.

V 夕人工 .

V j 一石一 一 7 气二一 V 少气劣
一

、V , 七
二

一
,

人 协 ,
价,

六 ,

.

.

工「「f‘
4 JJJ

’了
x 淤)x v (沦

’

.v )
-

鱼‘ d y
,

x 科

卜,,一万

,势群�
J任

X
、

�

(了
K 沦,

) x v (沦护
·

v )

前式可 写成

又
‘2 ’( 艺) “

了)
, v万 x’l

滋= 1

口 I J 。 ,

一二 ~

- -

—
“ r

口尤‘ 朴

、 ,

一 口 1
入 V 一不 二

~

—
,

a 兀 ‘ 工林

X
冲XI

JS产

!
J产

l
‘

1一4

( 2 6 )
矛. 、

-

洛

一汤

台
1一6

冲衅一妞冲衅一妞
一一一一

式中

扩
“’

一

翎{
‘,

’‘
, ”

’‘

dv
‘ ·

( 2 7 )

因 为

讯梦
2 ’ x v

口

刁介
上 三兮

( 碗 ,
2 ) x 、 )

。。。

李
一毛

肠 着
一

哪
‘

、

凡

(荟买一
:

)

念 会
,

奇)礼
。

万�
一一

因而
,

加
, ( ,
地可以通过 次尸高

3 3 3 3

宜
‘2 ’( 恋)

对, ‘ 1

4 兀 6
习 万 万 万 。。m 扩

’ 口 口

口x
p

口介

1

劣p

甘。- ( 2 8 )

式中

才= i 左二 i 了= 承 , 一 卜

优扩
) =

号{{{
X ! ‘ ( , ‘ X

了, 了
d V

, ,
i ,

j= 1 , 2 , 3
- ( 2 9 )

e , , p
是反对称单位 张量

e : : s = e 2 5 ,
= e 3 : : “ 一巴 : : 2 = 一 e : : : = , e 。 : : = 1 5

字式 ( ”7 ’
,

可定义一个并矢为

蓄‘“’ 二 碗厂
艺 , 口, + 碗轰

“ ’百: + 屏冬
2 ’甘:

=

翎仲子
‘

叮
’‘F

‘

之 ( 3 0 )



第 l期 在各向异性介质中磁向量势的多极矩展开

无疑
,

式 (2 9) 中的 二
俨就是并矢瓷

2 ,的 9 个分量
.

把上式与
一

电流抽橄矩舷
(、6。租比

较可知
,

策
‘2 ,

是比币更高一级由电流分布的磁四极矩
,

因而由式(26) 或式 (28 )表示的之
‘, ”

,

就是由电流分布磁四极矩在磁各向异性介质中远处所激发的磁向量势
.

现在把式 ( 29 ) 定义的 m 扩
’
表成对i

、

i对称的形式 ,

m 。
) 二

寻形
〔‘

,

“‘
, x

, ,
, + X , , ‘,

’ x
, , ‘, dV

’,

因有下面恒等式

(毖
, x
了)

·

v
‘

(x “x , , ) 二 (活
‘ x
了)

, x’ ‘ + (毖
, x
子)

‘x ’, ,

故前式可 写成

又有下面恒等式

V
‘ ·

[ (劳
, x

爪:
) ·

备爪
(, , x

, ,
·

v
,

‘x
, ‘X ‘ , , d V

‘,

了)
x ‘。x , ,

] = v
,

(x “x , , )
·

(淤
, x
了) + x “x ‘, v

·

(若
‘ x
了

应 用高斯定理
,

前式进一步写成

水: ,
) =

导。萝
(‘

, ·
, ,

一
, , J !

“
, 一

孙
, ‘

一v
·

(‘
, ·

, ,“V
,

第一项面积 分的积分面是在无穷远
,

’

这个积分等于零
.

于是有

m :
) = 一

鲁丁丁介
, ! x , , v

·

‘,
‘ x
了, ‘犷

‘,

(3 1 )

如引入 P。符号

p 二 二

奋
v

·

‘了
x ‘

,

”
,

(3 2 )

则式 ( 3 1 ) 最后表为

? 。
) =

I仃
3。。 x , ‘X ‘,

dV
’·

(33》

由式 ( 26 ) 可算出磁四极矩 m ‘2 ’在磁各向异性介质中产生的磁场

”
(2 ) = v ·“

( 2 ) (, ) ·

翼
·

含客
、· (碗 ; ‘

_ 口 1
入 V 气了二一 一二一一 ,

U 弄‘ 汤 “

·

万 v (碗 {
2 之

·

v )

二 #’’
·

v甲扩
, +

口

口x
‘

1
.

召“ 丈,

—— 宁

—
. 2

.

礼 24 兀

粼

,

一
,

口 1
、

,
L V

~ ~

二二一 二丁一 , 1,’
U 凡 ‘ 兀 p

召I,

2 4 兀

·

V Z‘孺
‘2 ’

·

、,

炭 (3 4 )

式中
‘2 、 _ 1 1

甲水 = 一 二二
‘

王
任 J乙 U

艺 万
m 户

口 口 1

口x , 口x i x ,

此式也可以用并矢表 示

卿扩
’ 1 1

4万 6
m (幻

_ _ 1
V V - 二一

人 卜
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于
、

娇 八
4

·

大
, } ,

一

:

豢巾甲 学 : 报
‘卜 1奋匀0年

、

嵘即与电四极矩在线性各扇同性介质中所激发的标势的公式完全相似、 因此
,

如果把式 (3 2 )

中的丙 比拟为与电荷相
嗯
类似的武撇 :聊毋犷

,
就是由正磁荷和负磁荷组成的休 系钓 磁四极

矩
.

具有 m 扩
, 分量的最传率爵磁特珠絮由

‘

二轴上两对正负磁荷组成
,

而真肴滋瑟
,
分量的

‘

最

简单的磁荷体系由 x
一
Y 平面上两对正负磁商蕴成等等

.
“

‘
、

、

: ’

一 吮
’

:
一

至此可知
,

在磁各向暴性介质中磁多极展开的第三项代表的仍是电流磁四极矩所激发的

磁向量势
.

由磁 向量势所得到的磁场
,

其中第一项可以化成位场
.

这相当于把电流四极矩看

成由正负磁荷所组成的磁四极矩
,

因为这两者对求磁各向异性介质中各点的磁场是等效
. ’ ;

当然
,

当用磁荷磁四极矩求滋场眯
,

尚要加工式 (叙 ) 中的第全项才代表真实的磁场
.

更高级的磁多极矩很少用到
,

这里不予讨论
.

J二
‘

”
冷

, · -
.

-
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