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法 的 收 敛 性

曾 文 平

4 应用数学系 6

一

仁
‘

乞

摘 要

术文导出 9 % ! # 迭代矩阵谱半径的表达式
,

给出了在&矩阵情况下 9 % ! # 与 9 −! # 迭 代

矩阵谱半径之间的关系
,

并在系数矩阵为 & 矩阵
,

( 矩阵
,

(盯二 :; :7 8 正定矩阵
,

严格对角占

优矩阵及不可约对角占优矩阵的条件下
,

讨论了9 % ! # 迭代的收敛性
,

进一步扩充了文 〔< 〕
、

〔= 〕的结果
1

关词键 攻敛
,

迭代法
, >普半径

,

9 % ! # 方法

引 言

为了解线性方程组

% ? ≅ Α % 任5
8 · ” , Β Χ ;% 今 3

,

且 ? ,
乙〔5

”

4 � 6

%
。

( 7 Β Δ: Β :Ε 0 Φ 于� 2 Γ Η年提出了 % ! # 迭代 法
￡, , , �2 Η =年又研究了解线性方程组 4 � 6 的

基本迭代法的推广
「<Ι > � 2 Η ϑ年

,

他和 %
1

ΚΦ :Ε 7 Λ ��: 及 %
1

/ Χ Μ:0 Φ 又进一 步 研 究 了 推 广 的

% 0 # 迭代法 4 Ν Χ 8 Χ Ο 7 �: Π Χ Β 7 Χ Χ Χ �Χ Ο 7 ;Χ Β 0 Θ Χ Ο 一 Ο Χ �7 ? 7 ; :0 8 Ε Χ ; Ρ 0 Β ,

简称为 9 % 0 # 方法 6 的收

敛性
,

讨论了系数矩阵为 & 矩阵
、

Σ 矩阵及实对称正定矩阵时 9 % 0 # 迭代的收敛性 ‘= 1

数 值

例子表明
,

由于具有两个迭代参数 。 , 了 及两个对角矩阵
·

Τ�
, 。< , 9 % !#

‘

迭代确实可 以加快% !#

迭代的收敛速度
,

特别对具有零对 角元的系数矩阵 % 的方程组 4 � 6 也有效
,

因而 是 一 种

值得重视和研究的迭代法
。

本文导出 9 % !# 迭代的谱半径的表迟式
,

给出在 &矩阵情况下 9 % !# 迭代与 9 −! #
·

迭代

的谱半径之间的关系
,

并在系数矩阵为 乙矩阵
, ( 矩阵及 ( Χ Ο Ε :;: “ 正定矩阵

,

严格对角 占

优矩阵
,

不可约弱对角占优矩阵的情况下
,

讨论了 9 % !# 方法的收敛性
,

进 一 步 扩充了文

〔< Ι
、

; = �的结果
。

解线性方程组 4 � 6 的 9 % !# 迭代法为

本文� 2 Η Η年 = 月 < 日收到
。
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其中 Τ Λ , Τ ς , Τ 7
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报
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川 卿 �”。年
Ω Ω 一一Ω Ω 矛斗和分闷嗬Ξ 片孙Ω 有‘一钾‘卜异Ω 认布Ψ Ω

,

户袄辛Ψ 祠‘Ω Ω
1

Ω Ω Ω 一

Ω Ω Ω
1

一
ΖΤ

, 一 Ο 4Τ Λ [ ∴ Λ 6 Ι
一 ‘
4体]玲 。》, 、[ 佃

1 , 》4久 [ 5 Λ 6 [ 。4Τ Λ [ 5。 6ΙΥ 钾衬

[ 。 ΖΤ
� 一 Ο 4Τ ς [ 5 Λ 6Ι

一 ‘Α 4Ε ≅ 3
, � , < ,

⋯ 6
,

4 < 6

为满足下述关系的对角矩阵
Λ

Τ Λ 一 Τ ς 一 Τ = ≅ Τ , ≅ Β :7 Ν 4% 6
,

Β Χ ; Τ ∗
斗 3 > 4 = 6

一 “· ‘日 一 “· 为 “ 的
阶准户恻

且。专 3 , Β Χ ;4Τ
, 一 Λ Τ ς 6等 3

。

格上三角 阵
1

。
, ‘启# 分”为松驰参

1

、

数 和 加 速参 数
,

9 % !# 方法的迭代矩阵为

&0
1

,

二乙
。

1 ,

4Τ
� , Τ ς 6 二 ΖΤ

Λ 一 Ο 4Τ Λ [ ∴ ‘6 Ι
一 ,
∗4� 一 必6Τ

> [ 4。 一 , 64Τ Λ [ ∴ Λ 6 [ 。 4Τ Λ [ ∴ 。 6 Ι
二 4卜

Λ & 6
一 ,
〔4, 一 。Τ 6 [ 4。 “ , 6& [ 劝∀ Ι ≅ , 一 。 4Τ

> 一 , Τ ς 一 Λ ∴ Λ 6
一 , %

,

4 Ξ 6

其中

Τ ≅ 4Τ
, 一 Ο Τ ς 6

一 , Τ , , 乙≅ 4Τ Π 一 了Τ Λ 6
一 , 5‘ , ∀ ≅ 4Τ ∗ 一 下Τ Λ 6

一 ∗5。
。

4 ⊥ 6

当参数偶 4 。
, 了 6 取不 同值及对角阵 3 , , 。 Λ 取不同形式时

,

便可得到与各 种 不 同 的 迭 代

法
Λ

� 6 当 。 Λ ≅ 。 , ,

_ ς ≅ 。Λ 二 3 时
,

它退化为通常的 % 0 # 迭代法
,

< 6 当 。 “
1

� , , 二
1

3 时
,

为推广的  7∴ 0Α: 迭代 4 9  6
,

其迭代矩阵为
1 ⎯ �

⎯
‘

&∗13 40
� , 。公二 α ≅∗ 一久

’人习 , 3 [ & [ β , χ

4 ϑ 6

其中
1 1

⋯
。 ≅ 。万’。%

,

卜 。万’5&, 一 叭节。百
‘5。

、

护 4 Γ 6

= 6 当 。 二 � , Λ ≅ : 时
,

为推广的 9 7 β Φ Φ 一− Χ :Β Χ �迭代 4 9 9 Φ 6
,

其迭代矩阵为

&�
1

, 4Τ � 1

Τ ,

6三&Λ
1

, ≅ 4 , 一 & 6
一: 4 , 一 Τ [ β 6

1

4 Η 6

其中 声

Τ ≅ 4Τ : 一 Τ ς 6
一 ∗Τ Β , & ≅ 4Τ �一 Τ ς 6

一 , ∴ Λ , β ≅ 4Τ ∗一 Τ ς 6
一 :∴ 。

。

Ξ 6 当 。 二 Λ 时
,

为推广的 − 0 # 迭代 4 9 −! # 6
,

其迭代矩阵为
·

4 2 6

&。
,
。

4Τ
> , Τ ς 6兰 &。

,
。 ≅

‘

才务 。文)
Λ 一 。Τ ς 一 。 5 Λ

’

6
一 ‘%

1
‘ ’

牛口分由&6
一 � 4刃一 肋3 [ 。∀ 6

,
Ο

4 � 3 6

其中
Τ ≅ 4Τ

Λ ‘ 。Τ ς 6
一 ∗Τ , > & ≅ 4Τ

� 一 。Τ Λ 6
一 ∗∴ Λ , ∀ ≅ 4Τ � 一 。Τ Λ 6

一 ∗∴ 沙。

4 �� 6

二
、

一
Λ9 % ϑ # 迭代知9 Φ0 狂迭代谱半径之间的关系

二
,

1

弓羲理 �
、

征值
,

则有

如果 入和 夕 分别晕∴ % !# 迭代矩阵乙。
, ·

和参数为不的 9 ”3 乳迭代矩阵乡
咋 的特

乳≅ 万, [ 4� 一韵
,

其中 − ≅ 。δΟ

证 因 乙。
1 ,

≅ 4, 一 “ 6
一 ,
Ζ4 ‘一 。

即[4 “ 一 , 气十卯“工
>

一

, ·
⎯ ·

4。δ
Λ 64∗一 了&6

一 ,

Ζ 4, 一 Ο Τ [ , β 6 一 4� 一 .
δ 。64, 一 Λ 乙6Ι

4。δ
Λ 6&

, , ,
一 4。δ

犷 一 � 6, ≅ − &
, , [ 4� 一 Δ χ伶臼 ]

、
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从而 入≅ −Θ [ 4� ‘−6
。

定理 一 当 0 ε 。书 ,
时

,

若 _ 4&
Ο 1 ,

6ε � ,

则 _ 4&
。

, ,

6ε Π , 反 之
,

当 。ε , 4 。 时
,

·

若
刃4&

。
,

,

6ε �
,

则 _ 4&
,

,
,

6ε �
1

其中 _ 49 6 是矩阵 9 的谱半径
1

证 令
, ≅ 好

‘夕, φ 6 !
,
孚是实数

,

由 Κ4 纵
,

6ε � 知。蕊φ ε �
,

由引理 � 的式 4 �< 6 知

,入χ
< 二 Ζ

Φφ Χ朋夕[ 4: 一 Φ 6 Ι
< [ 「

Φφ Φ :8 Η �
< ≅ 4Φφ 6< [ 4Π 一 Φ 6 < [ <4: 一 Φ 6Φφ Χ的夕

4 4Φ口6< [ 4� 一 Φ 6 < [ <4� 一 Φ 6Φ互 ≅
Ζ
Φ全[ 4� 一 Φ6Ι

< 4 �
,

所以有 Κ4 气
,

6ε �
1

另一部分同理可证
,

从略
1

推论 � 当 。ε 。 4 ‘ 时
,

若 9 −! # 迭代 4 参数为
Λ 6 收敛

,

则 9 % ! # 迭代也收敛 , 反之

当 。ε .成。 时
,

若 9 %! # 迭代收敛
,

则 9 −! # 迭代 4参数为
犷 6 也收敛

1

由此可见
,

若已知 9 −0 # 迭代 4 参数为
Λ 6 收敛

,

就只需研究 。成 Λ ε 。 时 9 % 0 # 方法的

收敛性
。

定义 � 若 % ≅ 3 , 一 5 & 一 5。 有 。% γ !
,

且 5 Λ ,

岛 6 3 ,

则称 % 为 & 矩阵
。

对于 & 矩阵
,

我们有如下的
·

定理 < 若 % ≅ 。, 、 ∴ 吞一 ∴ >

为& 矩阵
, ,

且 。< , 。=

乡。
,

则当 。ε 。攫 �
,

0 ε , 簇 � 时 9 % 0 #

迭代的谱半径 Κ4 &。
1 ,

6 和参数为
Λ

·

的 ∴ −! # 迭代的谱半径 Κ4 ‘
,

1
,

6 之间满足如下关系

_ 4&
。

,
,

6 ≅ Φ_ 4&
,

, ,

6 [ 4� 一 Φ 6 ≅ � 一 Φ Ζ: 一 _ 4乙
,

1

, 6Ι
,

4Λ ≅ 。δ
> 6

,
·

4 � = 6

或

_ 4&, , ,

6 ≅ Ζ_ 4&
0 1 ,

6 [ Φ 一 �� δ− ≅ : ‘ Φ ,

Ζ一 _ 4&
0

1
,

6Ι
,

4Λ
, ≅ � δ Φ ≅ ,

δ 。6
。

4 � Ξ 6

证 因设 Τ ς , Τ Λ
》0 , 0 4 , 镇 � ,

故 Τ Λ 一 ΟΤ ς 6 Τ Λ 一 Τ ς6 Τ Λ 一 Τ ς 一 Τ = ≅≅ Τ , γ 0 ,

又

& ≅≅ 4Τ Λ 一 , Τ ς6
一 , ∴ Λ 》 0 ,

所以对任何 0ε � 镇 � 有

4‘一 Λ ‘6” 一

名 4Ο &6, 6 0
,

几二 3

又 当 3 4 Ο 4 � 时有 Τ , 一 Λ Τ ς 一 , Τ , 6 Τ 刁 一 ∗ Τ , ≅ 4� 一 Λ 6Τ , 》 3
,

故

, 一 , Τ [ 了∀ ≅ 4Τ Λ 一 了3 < 6
一 ‘4Τ

Λ 一 犷Τ Λ 一 , Τ , [ ∗5 盯6妻 3
,

所以

【, ,

犷二 4厅一 > &6
一 ,

4百一 , Τ [ Ο∀ 66 3
。

为证明 几
1 ,

6 3
,

分两种情况讨论
Λ

‘

� 6 当 。ε 。4 , 蕊 � 时
,

有
Λ

。ε Λ ≅ 。δ , 簇 �
,

从而由引理 � 及式 4比
一

6 知

&0
1 , ≅ Φ已,

, ,
[ 4� 一 Φ6�6 3

Ω

4 巧 6

4‘气ϑ 6

< 6 当 3 4 Ο 4 。毛 � 时
,

因 Τ , 一 �Τ
Λ 6 Τ , 一 Τ Λ 6 Τ Λ 一 Τ Λ 一 Τ Λ ≅≅ Τ , γ 0 ,

且 & ≅ 4Τ , 一 , Τ Λ 6
一 � ·

∴ ‘异。
, ∀ ≅ 4Τ , 一 > Τ Λ 6

一 , ∴ 。6 0
,

从而 当 。6 Λ γ 0
,

4。 一 , 6乙6 0
, 。∀ 6 0

,

又 因 Τ , 一 , Τ Λ 一 。廿,

》仇 , 3 Λ 一 3 月 ≅ 07 》 !
,

故

‘飞
1

‘ · 《�

所以
,

� 一。 Τ ≅ 4Τ , 一 Λ Τ Λ 6
一 � 4Τ , 一 Ο 。Λ 一 。Τ  66 3

1

当 !ε 犷毛 1 ‘ � 时也有
‘。二 Λ 4, 一 犷‘, 一 Ζ 4, 一 。Τ 6 [

‘。
一 , 、

⎯

[ 。β一导甄
< 》可知

,

对任意 。ε 。 4 �
,

!ε > ‘� 雌双及
Γ

一 η
> ‘

·

�
,

二
匕

“

一
Λ

荟
‘Γ 6

由文【Ξ Ι定理 <
。

上知
,

当 ‘
二与 ‘, 不可韵时朴享嗬宣。

一

妇
凡

, ,

》 )
。
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身 3 及 护 二 _ 4&
。

, ,

6γ 3
1

所 以
,

当 3 ε 。簇 : ,

3 4 Λ 簇 � 时 有 _ 4&
。

, ,

6 二 Φ_4&
,

1
,

6 [ 4� 一 Φ 6
1

证

毕
,

一

‘
1

注意到式 4 � = 6 的右边等式便得
Λ

推论 < 在定理 < 的条件下
,

9 % 0 # 迭代收敛当且仅当 9 − !# 迭代 4参数为
了 6 收敛

1

三
、

气
1 ,

的谱半径 _ 4&
。 ,

6 的表达式

定理 = 设 %
,

Τ , 一 , Τ Λ
为 ( Χ Ο Ε :; :7 8 矩阵

, &。 , Θ ≅ 入Θ
,

其中 χ入�二 _ 4&
0

1 ,

6
, Θ 斗 。

,

贝��

Κ ,
4&

。
, Λ

6 ≅
4ε9 Θ , + γ 一 。ε% Θ , Θ γ 6

“ [ Ζ 4
Ο
δ < 6εΦ Θ

, Θ γΙ
<

ε9 Θ , + 6“[ Ζ4
Λ
δ < 6ε

Φ + , Θ 6Ι
“ 4 �Η 6

。< 4‘
。 ,

, 一 , 一 。ε, 丫 , 丫6

麟群淞眷
+ γ
,

夕> �厄
’ 4 � 2 6

踌�� ‘

“ “ 5 · [ 5 · 二 5 · [ 5犷
‘

为 ( ΧΟ Ε :;: 78 矩阵 ,

6
Φ 二 5 Λ 一 ∴ Λ ≅≅ ∴ Λ [ 5犷 为反 ( Χ Ο Λ 8 :;:7 8 矩阵 > 6

9 ≅ Τ 里一 ,
‘

Τ Λ 一 4,
」

δ < 6( 二 4�δ Π 6 4ς Τ
, 一 < Λ Τ Λ 一 , 3 , [ Ο % 6 为 ( Χ Ο Ε : , :7 ” 矩阵

1

夕

证 由 &。
, ,

「

Θ 三 又Θ 得

4Τ
� 一 ,。

Λ 一 Ο 5 Λ
6入Θ

≅ Ζ 4� 一 。 6Τ
Λ [ 4。 一 Λ 64Τ Λ [ ∴ Λ 6 [ 。 4Τ = [ ∴ 。

6 Ι Θ
,

4 < 3 6

4 < � 6

或

4Τ
, 一 ,

·

Τ ς 一 ι
一

∴ Λ
6入+ ≅

〔Τ
, 一 ι

,

Τ Λ 一 。 Τ , [ 4。 一 ι 65
Λ [ 。5 。 Ι +

1

任]式 4 < 3 6 司
一

得
Ω

4 < < 6

η
5 Λ ≅ 4� δ < 64( [ − 6

,

5 。 二 4� δ < 6 4(
一 − 6

,

% ≅ 3 , 一 5 Λ 一 5 。 二
几 一 ( 二 ! > 一 3 < 一 3 = 一 (

1

共冬
‘

已们 代入式 4 << 6 得

ΖΤ
, 一 , Τ ς 。 4,

了< 64( [ ⊥ �乳+ ≅
ΖΤ

> 一 , Τ Λ 一 4Λ
δ < 64( [ Φ 6 一 。 % �Μ

。

证 。 Λ 一 ι
‘

。 Λ 一 4叮< 6(
二 9 ,

则上式化为

入〔φ 一 4,
了< 6− η+ 。 〔9 一 4Λ

δ < 6− 一 。%  +
,

所 以

4 < = 6

4 < Ξ 6

, ⎯ ε9 + , + 6 一 。4% + , + 6 一 4,
δ < 6ε− +

, + γ
八 一 一

—
丁 石、 。 1 ⎯ ⎯ Ω

—
一

、

Ψ
⎯ 。 Ω Ω

ε幼 / , Θ 夕一 4. δ < 6又。/
, /夕

4 < ⊥ 6

因 Τ 、一 > Τ ς ,

( 为 ( Χ Ο Ε :;:7 8 矩阵
,

故 9 为 ( Χ Ο Ε :; 7 8 矩阵
,

又 % 为 ( Χ Ο Ε :; :7 8

矩阵
, − 为反

( Χ Ο Ε :; :7 8

推论

矩阵
,

于是便得式 4 �Η 6
1

证毕
1

= 设 ‘ 为 ”Χ Ο
血‘, ‘7 8 正定阵

,

若 。 γ 0
,

则当“ 是 ( Χ Ο Ε 6
, ‘7 8 正定时

, ∴ % ! # 方法

玫教> 当 9 是 ( Χ Ο Ε :; :7 8
负定时

, 9 % !# 方法发散
,

心 %
0# 方法发散

,

当9 是 ( Χ Ο Ε :; :7 8
负定时

一

,

∴ % 0 #

若 。 ε 。
,

则当
‘

9 是 (七Ο Ε 讯
7 “立定时

,

,

Λ

方法收敛
。
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注意到 ς9 一 。% 二 ςΤ
Λ 一 < Λ Τ Λ 一 Ο( 一 。% ≅ ςΤ , 一 < > Τ Λ 一 , Τ , [ 4Λ 一 。 6%

,

于 是 式 心� 2
‘

6 可

改写为

_ ς

4&
。

, Λ

6 ≅ � 一 。4% Θ , Θ γ

由此不难推出
Λ

44ςΤ
, 一 ς Ο Τ ς尸 , Τ ,

6Θ
, Θ 6 [ 4厂 一 。 64% + , + γ

49 + , + 6” [ ] 4
.
δ < 6ε−Θ

, + 6〕
“ 4 < ϑ 6

·

推论 Ξ 如果 % 是实对称正定矩阵
,

若

Σ ≅ 4� δ 。 6 ]ς Τ > 一 < Λ Τ ς 一 Λ Τ , 一 4。 一 了 6% 〕 4 < Γ 6

是正定的
,

则 9 % 0 #
⎯

方法收敛 > 若 Σ 负定
,

·

响 9 % ! # 方法发散
1

它包含了 文 〔= 〕中 的 定

理 �
。

推论 ⊥ 若 % 是 ( Χ Ο , 8 :;:7 8
矩阵

, Τ ,

6 0
,

‘, ≅ ς #
Χ

Β
> ,
δ 4ς#

。

Β ς , [ 7 Δ , 6
,

4萝二 Π , < , = ,
⋯

, 8 6
,

并且满足下列条件之一
Λ

·

� 6 0 ε 。毛 Λ ,

且 # Χ
Β

, , γ Ο 4# 0 Β
ς Λ [ 7 , , δ < 6

1

4Δ ≅ � , <
, ·

⋯
, 6 >

< 6 0 ε 1 毛 ,
一 ,

且 Τ � [ Τ ∗ 米

γ 0 , Τ Λ [ Τ ς 舟

夕 一 Τ ∗ , ⎯

趾 , 任40
,

Ε :�� 。, 6>

= 6 0 ε 。镇 Ο ,

且 Τ , [ Τ � 升

ε 0
,

Τ Λ [ Τ 。 ‘

4 一 Τ , ,

且 Ο 任4Ε 7 ? Λ ,
,

[ 二 6>

Ξ 6 !ε 切4
,
一 ,

且 Τ , [ Τ � “
户 3

,

Τ Λ 十 Τ ς 井
ε 一 Τ , >

⊥ 6 , 簇 。ε 3
,

且 # Χ
Β

> >
ε Ο 4#

Χ
Β ς > [ 7 Δ Δ

δ < 6
,

4, 二 � , < ,

⋯
, 二 6 >

ϑ 6 Λ 4 。ε !
, ⎯

目
1

Τ ∗ [ 3 , 若

γ !
,
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