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空间中多项式最佳

逼近的唯一性定理

石 川

1 华东工学院 3

摘 要

本文用 ∀ ; 5< = >
空间的几何理论研究了4 ; 5<= ? 空间中多项式最佳逼近的唯一性问题

,

对∀ ; 5<= >

旦间具有唯 一的最佳逼近多项式提出了充分条件
6

关键词 ∀ ; 5<= “
至间

,

最佳逼近
,

唯一性

、

定 义

定义 � 刀函数≅ 1? 3严格凸的是指
?

对任何两不相同的实数
, , , ? Α

均有

叹特丝3
Β

合
〔≅‘一 , Χ ≅‘一”

·

定义 Δ ∋兑关于范数 ΕΕ
·

ΦΦ严格凸是指
?

. , 二 Ε 。Φ , ‘任∋益
,

ΦΦ
Γ
!卜 > Φ

巾任意两不相同的
。,

与 Γ Δ
皆有

Η� Α‘5 Χ 。 ,

�Φ
≅

—
�� Β

、
,

�
。

�� 艺 ��

定义 Ι ∋贯
, 3关于范数 ΗΗ

·

ΦΦ 严格凸是指
?

1对 3

ϑ Α Κ Ε ” Φ“‘∋ :, 3 ,

ΕΗ
、 ΦΕ

、

二 � Φ
吸皿 !

中任意两不相同的
。 ,

与。Α
皆有

��悦竺 Φ�
Β ‘

·

1夕 3

定义  ∋夯称为具有多项式最佳逼近的唯一性是指
?

对 ∋蚕中任一线性无关的函数系列

本文� 7 8 Λ年 �月 Λ 日收到
6
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Ε 甲,
1Ν 3 Φ; 和任一厂1Ν 3 〔瑞

,

Ο1Ν3 关于 Ε恻 Ν3 建的最佳逼近多项式是唯一的
6

定义. ∋礼3称为具有多项式最佳逼近的唯一性是指
?

对 ∋龙川 中任一线性无关 的函数

系 Ε 中
, 1Ν 3 Φ ;和任一 Ο1劝

。∋节甸
,

Ο1Ν 3 关于 Ε转1Ν 3 Φ 翌的最佳逼近多项式是唯一的
6

二
、

定 理

定理 � 若端关于范数 �Φ
·

ΗΕ严格凸
,

则 ∋益具有多项式最佳逼近的唯一性
。

证 设 Ε 物 1Ν 3 Φ ;为艺盖中任一线性无关的函数系
,

Ο1 劝为 工盖中任一函数
,

若

Ο 1Ν 3 Κ

习
= 了, , 1Ν 3

,

则显然有

−
。

1Ο3 Κ < Π Ο ΦΕΟ1
二 3 一

‘
Θ , 3

艺
。

,甲, 1Ν 3 Η+二 4 ,

此时最崖逼近多项式就是它 自身
,

当然是唯一的
,

故唯一性只需对

厂1Ν 3任必 Κ Ε Γ 1Ν 3 ΦΓ 1Ν 3 Κ
−

Θ , , !1Ν 3
, Θ , 〔刃

,

Φ

证明
,

此时由于必为 闭集 1文〔ϑ Ρ之引理 � 3
,

故有

−
二

1Ο3 Κ <Π Ο

1Θ !3

,Φ“
Σ ’一

馨
“Τ , ,

“’护
。

·

若厂1Ν3 有两个不同的最佳逼近多项式

Υ ’
1、3 二艺

Θ

梦
” 。, 1Ν 3及尸, 1Ν 3

了Κ �

ΦΦ厂1
Ν 3 一 ς ‘

1Ν 3Ε

Κ

乙
Θ

少
” 切, 1‘3

,

Κ 石
?

1Ο3 Κ Ε+Ο1Ν 3 一 ς Δ
1Ν 3��

6

万

1� 3

因为

Ο1Ν 3 一 ς
,
1Ν 3

〔. , , Ο1 Ν3 一尸 1Ν3
−

。

1Ο3
〔 .

, ,

业且 由尸 1Ν3 今 ς “1Ν3 而知

于是就有

厂1Ν 3 一 Υ ‘
1Ν 3、

刀
,

1Ο3

− 、
1Ο3

Ο1Ν 3 一 ς Δ
1Ν 3

−
。

1Ο3
由已知 工蠢关于范数ΗΗ

·

ΦΗ严格凸
,

Η】� Ω Ο1Ν 3 一 ς
‘
1Ν 3

,

Ο1Ν 3 一 尸
Α
1、 3Ξ ΗΦ ,

,

Φ Φ Ψ 二 吸
Ψ

— 一 石一 万Ζ —
一

宁

—
一

Ψ

一
Ζ

一
不 , 一一 口】5 、、 工

5Ε 艺 Ξ 上
二

1声3 乙
花

1广3 Ω ��

,
Ο1Ν 3 一 �Ω Α 1ς

‘
1Ν 3 Χ ς Δ1Ν 33

刀
二

1Ο3

故得
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Φ5;1二 3 一姿1产、劝 Χ 严1, 33ΦΦΒ 几1了3
,

‘ 卫
1Α 3

然而
合

1尸
�

1二 , Χ Υ Δ1二 , ,仍为一多项式
,

由− ·

1‘,的定义又 有

+!“Σ , 一

合
‘Υ

5

1Ν , Χ Υ Δ1Ν ,
护

−
·

1‘,
,

式 1 Ι 3 与式 1 Α 3 相矛盾
,

说 明ς5 1Ν3 午尸 1Ν3 是不能成立的
6

1Ι 3

定理Α 若% 函数≅ 1Γ3 严格凸
,

则 由≅ 1Γ3 定义的∋盖具有多项式最佳逼近的唯一性
。

证 因为≅ 1。3严格凸∋益关于范数 ��
·

Η�也必严格凸
〔Ι� ,

定理 �推出∋委具有多项式最 佳 逼

近的唯一性
。

捶论 + ∋忍15 Β Υ Β
Χ

=4 3具有多项式最佳逼近的唯一性
6

证 设 ≅ 1Γ3 一 !
Γ 5

尸

ς 一
, 因为

≅ 1

≅ 1

Γ 3
+,

这说明≅ 1? 3的图象不含有直线段
,

近的唯一性
。

又因

Κ 1Υ 一 � 31Γ 3, 一 Α

∴ � , Γ ∴ � ,

Κ 1ς一 < 31
一 Γ 3

, 一 Α∴ 4 , Γ Β 4 ,

故≅伽 3是严格凸的
,

由定理 Α 知 ∋益具有多项式最佳逼

ΗΦ
Γ
ΗΦΚ 2 ΦΦ

Γ
ΗΦ 1 2为常数 3 〔< ,

盆 尸

所 以

乎
5

丹
‘Θ ! ,

ΕΦΟ1Ν 3 一 − Θ , , , 1Ν 3�ΦΚ

! ς

] <Π 工 ΗΦΟ1Ν 3 一 乙 Θ , 甲, 1Ν 3�Φ

ΗΗΟ1
Ν 3 一 乙 Θ , 甲 , 1Ν 3��

6

由此知对任一线性无关的函数系 Ε 中
‘
1Ν 3 Φ犷以及任一Ο1Ν 3 任∋氛也必Ο1Ν3 任五忍3

,

厂1Ν 3在∋益中

的最佳逼近多项式与在 ∋2中的最 佳逼近的多项式是同一的
,

故若 Ο1Ν3 在∋忍中不具有多项式

最佳逼近的唯一性
6

则 ∋鑫也同样不具有唯一性
,

但这是不可能的
6

定理Ι 若 五知 关于范数 ΦΦ
‘
1

毖
, 严格凸

,

则 五标 具有多项式最佳逼近的唯一性
·

证 在定理 �的证明中将范数 Η卜�Η换成范数 ΦΕ
·

ΦΦ而推导过程不作任何改变
,

就得本定理之
万 1万 3

证明
。

定理  若% 函数≅ 1Γ3 满足条件
?

1 <3 ≅ 1动 任山 , 1 << 3 ≅ 1Γ3 严格凸
。

则 由≅ 1的定义

的 ∋标〕具有多项式最 隆逼近的唯一性
6

在已知条件下 五扬关于范数 ΦΗ
’1

篮
,是严格凸的

工

⊥Ρ, 再由定理Ι便知结论成立
·

定理 ϑ 若% 函数≅ 1。3严格凸
,

则在由≅ 1Γ3 定义的 ∋益中
,

对于任一Ο1 Ν3 任∋矗存在着代数
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多 项式
、

三角多项式
、

线性有限元函数
、

连续可微的分段三次) 9 ; ] <:9 多项式的唯一最佳逼三

近
。

证 由定理 Α 及文【ϑ 〕中之定理 Ι ,

定理  ,

定理 ϑ ,

定理 Μ 使知结论成立
。

定理Μ 若% 函数 ≅ 1。3满足条件
?

1幼 ≅ 1。 3任山 _ 1< <3 ≅ 1Γ 3严格凸
6

则在由 万1Γ 3定
义 的 ∋:二3 中对任一 八Ν3 任∋肠 3存在着代数多项式

、

三角多项式
、

线性有限元函数
、

连续可微

的 分段三次) 9 ; ] <‘9多项式的唯一最佳逼近
。
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