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弹塑性静
、

动力学的边界区域单元法

林 建 华

2土木工程系 4

摘 要

一

沐文从推广的 ; “<<= 功互换定理出发
,

对弹塑性静动力学租力学的问题建立起一种新的边界积
分求解格式—

边界区域单元法
7

这种方法可以方便地把求解弹性塑静
、

动力学等问题编成统 一

的 电算程序
7

它与边界单元法比较
,

对动力+’∗ 题
,

不必进行拉氏或富氏数值变换
>

对弹塑 性 问 题
,

可避免在增量段中进行迭代计算
。

关键词 弹性动力学
,

塑性流动理论
,

边界区域单元法
,

; “ << =功互6匆之理
。

前 言

弹性动力学和弹塑性力学的边界单 元解法
,

近年来已经越来越引起人们的注意
7

在弹性

动 力问题的边界元法中
,

目前应用得比较冬妇是积分变换法
,

即利用拉
7

氏或富氏变换将时间

城转变到拉氏或富氏变换空间
,

解得边界积分方程后
,

再利用相应的数值逆变换将其力学量

交换回到真实时间域中
〔“ ?, ·

这种方法计算复杂
,

工
、

作量大
·

如果不是对足够多的变换 参 数
�

断于效值逆变换
,

则将造成较大的计算误差
7 ≅

在弹塑性问题的边界单元法中
,

求解的方法仍

大部分摆脱不了诸如初应力或初应变这些在非线性有限元计算中常用的解法
〔 , 7

如果边界单
≅

, 厂

法在解弹性静力学问题比有限元方法来说效率有显著提高的适
,

那么祠
‘

于弹性动力学或弹

望 力学等问题
,

目前的边界单元方法却无甚优势可言
7

因为边界元方法对于弹塑性问题中的

伪体力的处理并不比 有限元来得方便
7

为此
,

本文力图集中二者的优点
,

提出适用于求解弹

塑性静
、

动力学问题的一种新的边界积分求解格式一
边界区域单元法

、

为边界元法在上述

问题的应 用开辟一条新的路子
7

基于作者已经得到的推广的; Α

<<= 功互换定理 〔‘Β ,

统一采用弹性静力学边界元方 法 中 的

Χ Α

6Δ=
Ε 解

,

本文导出了求解弹性动力学
、

弹塑性 力学问题的边界区域积分方程
7

对动力问 题
,

利用Φ =6。。 Ε 一

夕法的加速度关子时间的差分公式
,

使所得到的边界区域单元法线性方程组可 以

花真实时间域按时间步长逐步求解
。

对于弹塑性问题
,

采用增量理论中相关连的流动法则
,

把

非 弹性区域中的位移作为未知量同边界未知量联立求解
,

从而避免在一般非线性数值解法 中

若三增量段内所需的迭代过程
7

不文 �8 9 9年  月 �Γ, 日收到
7
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本文推导过程适用于三维
、

二维的弹性动力学
,

弹塑性力学 问题
7

二
、

弹性动力学问题

�
7

弹性动力学问题的;Α << =功互换定理

在弹性动力学间题中
,

物休的位移
、

应变
,

应力一 般都随时
一

间变化
7

如果仍采用理想弹

性体的儡定和微小位移的假定
,

那么对于动力问题中的任一瞬时
,

在弹性静力学中所建立的

物理方程和几何方程以及应力分量用位移表示的弹性方程仍然适用
7

然而
,

由于弹性体的运

动具有加速度而产生惯性力
,

因此在;Α <<= 功五换定理中
,

应增加考虑由于惯性力所引起的影

响
7

作者在文献
’们 中推导出了弹性动力学的;Α <<= 功互换定理

。

具体表达式为

!
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上式中
,

伏态 2 � 4 和状态 2 ? 4 可以众别广赓子同时刻
,

更简便地
,

可设第 2 6 4 状态为
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上式即是求解弹性动力学问题边界 区域积分法的理论依据
�

%
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瞬态弹性动力学问题

设状态 ∀ % ∃ 为所要研究的瞬变弹性动力学状态
,

可表为定解 问题
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,
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·

为了获得真实时间域内的边界区域积分方程
,

根据动力分析中的饥互扣 > ,
夕法犷把加速度

写成关于时间的差分格式 、 , 5 、
�
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式中少对应于三
、

二维问题
, Ρ ” ?
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� , 夕Σ  
、

?7

设方程 2  4 的状态 2 ? 4 对应 2 < Κ ΩΙ < 4 时刻
,

把式 2 Ν 4 一 2 8 4 代入式 2  4中
,

略去上指标
,

并根据占函数的性质可得
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点Θ无限趋近于边界/时
,

式 2 � � 4 可写成极限形式
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式 2 � � 4 即为瞬态弹性动力问题的边界区域积分方程
,

对比弹性静力问题的边界积分方程
,

容易看出
,

式 2 � � 4 除了和时间步长的初始状态 有关外
,

内点位移 作为未知量还出现在等式
一

右边的体积分项中
7

, ] ]
、

将边界/离散成曲面单元
,

区域 ∴ 划分为体积单元
,

设有 Η ,

个表面结点
, , ,
个内部结点

7

那么
,

单元内的位移
,

面力可通过单
,

元节点值插值而得
7

注意插值函数的选取应尽量能保证

体积单 元和曲面单元的交界面上
,

坐标和位移的协调
。

这样
,

式 2 � � 4 可写成 矩阵形式

「Γ Β ς Ο Π Σ ⊥_ 」ς ϑ Π 一 「) + ς Ο Π Κ Ρ >

⊥ &〕ς刀 Π Κ ς ; Π
,

2 � ? 4

式 2 � ? 4 中各项依次和式 2 � � 4 中各项相对应
7

ς Ο Π
,

ς ϑ Π 由。‘2∗ 4
,

ϑ ‘2∗ 4在边界结点上

的值组成
7

ς# Π 由Η “ 2砂在域内结点上的值组成
7

由于式 2 �? 4 实际包含有 ,
。

个方 程
,

而

而未知数个数有 2 , 。 Κ ,
,
4个

,

因此仅 由边界点积分方程所得到的线性方程组 2 � ? 4 是 无 法

求解的
7

然而
,

如果把求解内点位移的式 2 �� 4 用于内结点上
,

则可 以按边界区域单元法表

示成下 列矩阵形式

ς刀 Π Σ ⊥厚Β ς ϑ Π 一 ⊥万」ς Ο Π Κ Ρ ,

⊥河」ς刀 Π Κ ς 石 Π
,

2 �  4

上式 中各项依次和式 2 � � 4 各项对应
,

式 2 �  4 实际土也包含有  万 ,
个方程

,

联立 求 解 式

伙? 卜
≅

一

2 �冬》
,

何题可解
7

由 2 �  4 式可得 ς打 Π 的显式
、

ς歹Π Σ 2⊥ , Β 一
Ρ >

⊥河 Β 4
一 ,

2⊥口Β ς ϑ Π 一 〔万 Β ς # Π Κ ς 石 Π 4 , 2 � Τ 4
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式中
,

⎯们为脚阶单位 矩阵
,

把 2 � Τ 4 式代入 2 � ? 4 式整理后可得

⊥ )
书

! ς Ο Π Σ ⊥_
若

6 ς ϑ Π Κ ς ; 书

Π
,

2 � α 4

其中
〔)

签
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>
·
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,
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。
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,
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。 Σ Ρ 6

⊥ & !2⊥ , Β 一 Ρ ,

⊥河64
一 ‘ ,

2 � Ν 4

通过求解式 2 �α 4
,

可得边界未知量 ς Ο Π
,

ς ϑ Π > 由式 2 � Τ 4 可求得内结点位移值 ς万 Π ,

再由式 2 � � 4 求域内任意点的位移
7

这样
,

按时间步长逐步数值求解
,

可得动力问题的全部

解答
7

值得指出
Η

在每个时间步长 中
,

除了逐次重新计算矩阵 ς ; Π
一

、

ς 万 Π 之 外
,

其 余 矩

阵均不需重新形成
,

这是积分变换法求解该问题远不能比拟的
。

 
7

稳态弹性动力学问题

对 于稳态弹性动力问题
,

其定解问题可提为
Η
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、

面力的幅值 > 。代表频率
7

2 ? 4 对应所要研究的稳态 动力问题
,

同样取状态 2 � 4 中的
。 ‘

Η
’,

Θ2 Π’为Χ Α6 Δ= Ε

川
‘ 7

把式 2 : 4
、

2 9 4
、

2 � : 4 代入 2  4 式 中
,
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,
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、

2 � 8 4 按边界区域单元法写成矩阵形式有
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、
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7
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比较 2 � Ν 4 和 2 ?Τ 4 式
,

不难看出
,

瞬态动力问题和稳态 动力
7

问题的求解格式 大 致 一

样
,

只不过瞬态 问题必须按时间步长逐步求解而已
7

场

系叮吹址
7

为了求出弹性体的固有频率
,

只需在式,72 “ 飞中令 ς Ο Π
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上式是 。 ’

的。次 2矩阵) 份
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,

口 Η ,
≅

。 ? ,
⋯

,

进而得到与其相应的固有振型
·

求解方程 2 ?户4

数行列式等于零
。

即

万〕4
Σ � ,

2 ? α 4

,

可得弹性体的固有频 率

川 内点应力 的求解

根据式 2
7

�� 4
,

2 �9 4
,

可 以得到弹性动力学问题边界区域单元法内点应力的表达式
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占, 、 4 一 2� 一 Τ Η 4 , ?、占, , 子
,

2 ? 8 4

注意
,

对于瞬态 问题
, 。。2Ζ >代表该瞬时 Ζ点的位移

,

而 [ Ξ
2动则与该时间步

一

长的初始 状 态 有

关
7

把 2 ? Ν 4 式写成矩阵形式有

ς
Ρ
Π

Σ
⊥φ Β ς ϑ Π 一 〔/ 」ς

≅

Ο Π Κ ⊥刀! ς 口 Π Κ ⊥ φ Β ς ( Π
,

2  � 4

式中各项依次和 2 ?Ν 4 式各项相对应
7

‘

三
、

一

弹塑性力学问题

廷
7

弹塑性问题增量形式的;Α < <反功互换定理
7

Η
7

在文厂Τ」中
,

作者曾导出弹塑性问题的; “
<<= 功互换定理

ς
。ΗΗ

, 。 ‘, 4 ”

∴
一 ! 茗Υ

Ι − 一

ς
。, “Π

4 , ‘>
4 “− 一

ς
。 。

。‘>
4 · 2>

4Ι“

Ι 2? 4 。 2‘4 ϑ
Ι − 一

丁
。
> ‘>

4 Μ““
一‘− 一

丁
。 。
。‘毛4 · ‘“4““

,

2  � 4
∴Μ

Ι

在研究弹塑性问题时
,

常采用载荷增量法
,

因此
,

如果设状态 ∀ 2 ∃ 是 由一组力 ∀ < ‘二
’ 十

饰冷5 (∀Γ
, 6

酬州作角于同二弹塑性体上而产全应力
、

应变
、

位移分 别 为 仁。
‘
厂

, ’6 △。 ‘
�% , ’,

‘

ϑ毛支古
△Κ ‘
产
‘, , ∗ ∀毛∃ 6 △∗ ∀毛∃ ∃ 的结果

,

那咨对于 ∀ Ε ∃
、

�

∀ 2 ∃ 两种受力状态有

丁
。=

∗5 , ∀￡胃
6 △·∗ ∗

, ’ ∃
)

0 讲一

丁
。

友
‘∗ ∃ ∀ 从‘∗

∃ 6

色
·‘∗

∃ ,叮
一

丁
。 ,

。‘5 ∃ ∀ · ‘谁
∃ 6 △· ‘飞

∃
, 01

−
。

“
’· Λ= ∗罗’

￡

∗5”0Α 一

丁
。‘
川

’
‘

·

忿
∀ ϑ污

、‘
一

护邪
Η

丁 &Γ

把式 ∀ 2 & ∃ 代入式 ∀ 2 % ∃ 即得

!尹
, ‘节”6 △, ‘毛”

· ‘“’01 ∀ 2 % ∃
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丁
。·

Η少。
Η

Σ

丁
。△Ρ

Η Η
4 。

ΗΗ
’”‘− 一

工
。

“ Η 4△· ‘Η
4
Ι 犷 一

丁
。 口

。‘Η 4△· ‘愁4Ι “

ΗΗ
’·Ι 「一

丁
△“飞

4 ε“ Η 4Ι # 一

6
Η ,

△。‘愁4 Μ““4Ι Ω
2   4

上式即为具有增量形式的;Α << =功互换定理
7

?
7

弹塑性问题的边界 区域单元法

设式 2   4 中的状态 2 � 4 为弹性状态
,

则 有 Η

ΗΗ
4 ” 二 5 ,

同样取
Η‘

ς
‘’ ,

乡‘ς, , Ρ ΗΗ
, 为

Χ 5 6、 =Ε 基本解式 2 9 4
、

2 8 4 及

Ρ九
, 2乡

, Ζ 4 Σ 一 “九, 2Θ
, 叮4

,

九
, 2ϑ

,

。4 Σ
一 �

9汀_ 26 一 Δ 4Ρ 了Ρ ς 2� 一 εΔ 42Λ
7

,
占
‘, Κ ,

·

‘占, 。4 一 Λ ,占Η 。 Κ 夕: ‘Λ
7

, ,
·

、

2  Τ 4

式 中Ρ ‘、, , Η ‘、、分别为在无 限弹性体内ϑ点 的Υ方向作用单位力而在 7 点产生的应力及应 变
7

把

式 2 9 4
、

2 8 4
、

2  Τ 4 代入 2   4 式可得

△ εΨ ! 2, , Σ
‘

ς
。 ?了Υ “Ξ

,

。, △夕“。, Ι“2口, 一

丁
‘
。, “,

,

。, △一‘∗, Ι“2。, Κ

丁一
2。

,

∗ , △‘
苦
2。, “(‘。,

Κ

丁
。 Ρ !一‘力

, 。, △·犷
·
2、, Ι 犷2。,

,

Δ 。
·

。‘夕
·

∗·Ω
2  α 4

3 , ‘2夕4△、
‘
2Θ4 Σ丁

、 · >
⎯
2,

,

。, △。“口, Ι Ω‘口,
2Θ

,

口4△Ο ‘2∗4Ι/ 2∗4名

‘
,!

力
‘

/Μ
∋

8 ? Δ 9
,

Μ
,

口。1
,

∀ 2 Ν ∃

注意到

6

丁
。

一 ‘。
,
。, △厂

‘
∀。, 0 『∀。, 6

丁

ϑ
。· 、一“Ο ∗

抢
“, 一

ϑ
。

一
二

。= 5
。Π ∀ Μ

, ∗ ∃△“∗
、
∀ , ∃ 0 厂∀。∃

,

一△￡ 5
·
‘厂 +

丁
。犷 、、!么。 ∗

·
‘Θ ,

∀ 2 . ∃

并 目

‘。, △= 雾
、
0 犷

一

丁
。 · 5二Ρ ∗⋯△￡

∗二 0 犷 +

丁
‘ 5一Ρ ∗一“之了一“厂

,

∀ 2 Σ ∃

当采用较有普遍意义 的 四 参

#
‘

式 ∀ 2 Σ ∃ 中Ρ
、。 。 ,

Ρ 仁
、 。。

分别为弹性模量张量和塑性模量张量
�

数屈服准则
‘Γ 」时

,

Ρ 二
。 , � 。

可具体表达为
‘Ν!

Ρ凡
, , + ∀ Ρ

, 、 , , ∗ 。 口( 刁(

口= , ,

口= Π ∗
Ρ , ‘,

�

。

∃ Ο ∀ Λ
5 6 Λ Τ ∃

,

∀ 2 Φ ∃

写成矩阵形式有

Υς 」
Υς !

, +

, )
毋 。 , ,

月‘ Η 一矽万
% 述 、

Λ=+ ϑ会4
全。” ∗

ϑ
一

飘
,

厂二 刀
−

%

Ω ∀ ϑ0 ∗ 5

了
�

、一 6 召丫 Ο
∗ 十 ΡΔ# 十 ς # ∗ 一 Ω ∀丁公

‘,
夕+ Χ� ∀ Β Χ ∃
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函数) 2丁凌
‘’ 4可 由试验得到的应力应变曲线确定

7

)
‘

表示曲线) 2! 应
‘ϑ

4的斜率
7

&
、

;
、

3
、

φ

四个材料参数可通过简单拉压
、

双向压缩和侧限三向压缩确定
。

特别 当适当选取这四个参数

值
,

就可以使四参数屈服准则退化成熟知的β ΥΩ Α。准则
、

万
一
Γ 准则

、

或φ
一
ϑ 准则

7

把式 2  了4 一 2  8 4 代入式 2  α 4
、

2  Ν 4
,

并按边界区域单元法离散所得的 积 分 方

程
,

可得到如下的矩阵形式

ς△万 Π 二

⊥ 3 ! ς △# Π

如前所述
,

联立求解式

ς △刀 Π

ς △万 Π

2 Τ � 4

2 Τ ? 4

△# Π
Σ

2 Τ  4

2 Τ Τ 4
式中

〔厚! ς△ϑ Π 一 ⊥万! ς △Ο Π Κ ς 刀 Π Κ ⊥河Β

Σ ⊥_ Β ς △ϑ Π 一 ⎯) Β ς △# Π Κ ς ; Π Κ 〔& !

2 Τ � 4
、

2 Τ ? 4 可得

〔)
若

! ς △# Π Σ ⊥_
骨

! ς △ϑ Π Κ ς ;书 Π

2 ⊥ , Β 一 ⊥互Β 4
一 ,

2⊥口」ς△ϑ Π 一 「万 Β ς △# Π Κ ς 石 Π 4
,

⎯)
管

卜 ⎯Γ 」Κ 「)
一

〕Κ ⊥ β〕
ϑ

⊥万」
,

厂_
苦

卜 〔_ 〕Κ 「β」
,

〔!〕
,

ς ;釜 Π
Σ

ς ; Π Κ 〔β〕
,

ς 石 Π
,

2 Τ α 4

〔β」
, Σ ⎯&」2〔, !一 汇! 」4

一 ’ ,

由式 2 Τ  4 可求得在给定外载增量下的边界未知量 ς△妇 Π
、

ς △ϑ Π 的弹塑性解
,

通过 增 量

解的迭加
,

可得弹塑性间题的最终解答
7

值得指出的是
Η

一般弹塑性边界元求解方法大都采用增量初应力法或增量初应变法
,

必

须预先求出增量下的弹性解从而确定 由于塑性影响所产生的初应力或初应变
,

再反复迭代计

算求解其弹塑性麻
7

相反
,

按 本文的求解格式
,

由于在塑性应变增量的积分区域中
,

结点位

移增量作为薪的未知量加入
,

没有必要在各增量段进行迭代计算
,

这显然是可取的方法
7

比较式 2 �α 4
、

2 ? 4
、

2 Τ 4 可 以看出
Η

弹性动力学边界区域单元法求解格式 同弹塑

性力学的求解格式是一致的
7

这意味着
,

采用本文的方法
,

可以把弹塑性静
、

动力学等许多

问题编成通用的电算程序
,

从而可大大减少编制和调试诸程序的工作量
7

 
。

内点应力增盆的求解

文〔 〕导出了求解内点应力的具体表达式
Η

△Ρ ‘!2, , 一

丁
Η ·

Η
·
2,

,

口4△,
·
25 4Ι/ 2。, 一

丁
> , Η

·
2,

,

∗ ,△二 2∗, ΙΩ 2口,

Κ

ς
。大

备

2。
,
。4△⎯

Ξ
2。4!。2。4 十 「

￡允
, ,

2。
7
。4△Ρ Η

Η
2。4、。2。4 、 。

‘!2△Ρ Η
‘

4
,

Δ 。
7
。。。

,

2 Τ Ν 4

! 口 ! φ

式中
。
九

, ‘2夕
, 。4 Σ 2δ Ψ Τ二 2δ 一 Δ 4 Ρ ⎯ 日4 ς 2� 一 ? , 4 ⊥占

‘。
占

, , Κ 占, 。占“ 一 占
‘, 占

。, Κ 刀占
‘, 0

7

、了 ‘

Β

Κ 夕Δ ⊥占“
,

,

, Λ
,
。 Κ 占, 。, ‘Λ

7
‘ Κ 占

‘, Λ
,

‘Λ
,

, Κ 占, ‘Λ ‘,
7

Ξ

」

Κ 夕占
Ξ Η Λ

7

‘Λ
,

, 一 夕2夕Κ ? 4 Λ
,

‘Λ
7

, Λ
7
。Λ ‘

Π
,

2 Τ : 4

Π∴
‘, Σ 2一 � Ψ � α 2� 一 Δ 44 ⊥ 2: 一 ΩΔ 4△Ρ 性, Κ 2� 一 α , 4△Ρ 下泊

‘,
」

,

2三维问题 4

� 2 Τ 9 4

�8
‘, Σ 2一 � Ψ 9 2� 一 , 4 4〔?△Ρ 二, Κ 2� 一 ΤΔ 4△Ρ 弓泊

‘! Β
,

2二维平面应变问题 4

对于二维平面应力问题
, Δ 用叮 2� 一 Δ4 代之

。

由于

△Ρ 卜二 3 Η
Η , Η

& ￡Λ , Σ 2 � Ψ ? 43 Η
Η Λ Η

2△ Η , ,
Η Κ △Ο Η

, ,

4
,

2 Τ 8 4

代入式 2 ΤΝ 4 并采用矩阵形式表达可得
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或

式 2

ς△ Ρ Π Σ 〔φ 」ς & ϑ Π 一 「Ω Β ς △# Π Κ 「φ Β ς △( Π Κ ⊥口� ς △万 Π Κ <Α
‘

Β ς 八万 Π
,

ς△Ρ Π 二 ⊥φ 〕ς△ϑ Π 一 〔/ Β ς△Ο Π Κ ⊥φ Β ς△( Π Κ 2⊥口卜 〔3
‘

Β 4 ς △# Π
,

2 α �

α � 4 中各项依次和式 2 ΤΝ 4 各项相对应
。

利用式 2 α� 4
,

可求得弹塑性体的内点应力增量
。

四
、 、

结 论

‘
·

本文提出的求解瞬态弹性动力学问草卯边界区域单元法可以在真实时间域 内按 时 间
步长逐步数值求解

,

不必进行繁杂的拉氏逆变换运算
7

?
7

边界区域单元法可望成为求解弹塑性力学问题的新的有效的数值解法
7

由于把 非 弹

性区域中的位移增量作为未知量同边界未知量联立求解
,

可以避免一般弹塑性数值解法中在

增量段 内所需的迭代过 程
。

 
7

由于本文的方法对弹塑性静
、

动力学边界区域单元法采用了统一的 Χ Α 6Δ =Ε 基本解
,

对于不 同的问题
,

其求解格式是一致的
7

十分有利于编制统一的电算程序
,

减少程序的编制

和调试的工 作量
。

Τ
。

虽然本文的方法需对物体内部区域进行分割
,

但这种分割的要求比对有限元法 的 要

求要低
7

并且如果不计体力的话
,

只需对预先估计在完全的加载中会产生塑性变形的内部域

划分单元即可
,

这样可大大减少域内的数值积分和内结点未知量
·

α
7

把本文的方法推广到弹塑性动力学
、

粘弹塑性和热弹塑性力学 等问题是不困 难 的
。

同样
,

本文的方法也适用于其它非弹塑性力学的线性边值问题
7 ,

本文主要从理论上导出弹性动力学
,

弹塑性力学的边界区域积分方程组
7

限于篇幅
,

具

体的应用和数值算例将另文给出
。
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