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紧 密 填

朱 尔 圆

4应用数学系 :

装 法

摘 姿

本文提出一类平面填装问题的近似解法
—

紧密填装法
,

目稀函数的渐近课羡估计公式 ; , 、
·

, ; 月八汀 <一
,

并且建立一个紧密填装与最优填装

关链词 紧密填装
,

最优填袅
,

误差估计

一
、

引 言

在生产实际中有这样一些问题
;

如在水泥材料的合成中
、

要求在一个容器内
,

用各种规

格的小颗粒来填装该容器
,

使其剩余空间最小 , 又如在计算机芯片生产中
,

要求在一块大的
,

晶片上
,

切割下尽可能多的圆芯片 ”
, 2

这类问题都是属于填琴问题
2

在理论研究中
,

如组

合数学中著名的
“
背包问题

” 、 “
装第问题

” 川 ,

也都属于填装问题
·

填装问题可分为空间

问题和平面问题
·

这些问题都属于 % = 难题
‘> , 今 它们至今还未找到多项式时间算法

·

因此 寻

找这些问题的有效近似解法就显得十分必薯
,

粗文〔 〕中介绍一类平面填装的一 个 近 似 解

法
,

也是一个图案安排问题
,

即要在一个 − 火 − 的正方形中填入最多个互无迭置的单位 正 方

形
2

∃
2

∋
2

?≅
8 Α 8 Β 证明了当 − 充分大时

,

存在一个安置方法
,

它使留下没有盖住的面积 至多

为 Χ4
 
一动 Δ ’

个平方单位
·

本文讨论这样一个填装问题
;

对于所给长方形 + 二 8 Ε Φ
,

以及一系列半径依次为
Γ , , Γ ; ,

⋯
, 。 ; 。

的圆 , 。
Η

, , 。姜
,

⋯
, 二。二

,

其中 8 ,
Φ》 Γ ‘,

Ι ϑ 1 , > ,
⋯

, Κ
2

问这些圆如何填装使 目标函数

Λ4士: ϑ 二 Γ 爹Ε Μ Ν 二Γ 璧Ε Μ Ν ⋯ Ν 二Γ
二

Ε ;
,

4 � :

达到最大值
,

其中

Ε 贯
,
Ε 蓄

,

⋯
, Ε 支

,

分别表示填入 ≅ ϑ 。 Ε Φ 中半径为
‘, , Γ Ο ,

⋯
,

Π 之圆的个数
2

这里我们提出一个 近 似 解 法
,

即所谓紧密填装法
,

并且建立一个紧密填装法与最优填装法 目标函数的渐近误 差 估 计 式
2

本文 �7 ΘΘ 年 7 月 � 日收到
。
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二
、

紧密填装法

�
2

紧密填装法步骤

给出矩形 犷 ϑ 。 、 Φ
,

和半径为
‘ , , Γ Ο , ,

二 ,

ΓΒ
‘

的 圆
,

且 ; ,

Φ》 ; 、 ,

Ι 二 � , > ,

一
, Κ Η Κ 》 �

,

从护

的左土角开始 自左向右
,

自上而下紧密连接填装
,

如 图 � 所示
2

这种紧密填装的优化过程是

亿次用所给的圆来填装
,

选取使总填装而积最大的那种 圆作为第一轮填装圆
,

其半径记作
; , ,

记沿 8 边第一行的圆的个数是 阴 � ,

第二 行圆 的个数是 二 >

4� 蕊二 1 一 二>
4 1 :

,

第三行是 二,

个
,

鲜; 四行是 。, >

个
,

依次填下去到不 能填为止
2

总行数记为 ; Η ,

记 刀 二 Κ Ι11 〔二
, , 二 >

Σ2 下面 说 明

拭下
‘

三个间题
;

第一
,

知形 + 中填装半径为
; ;

的圆的个数记作 Ε , ,

则当 ; ,

是偶数时

Ε , 二 41 Δ > : ; ,
4脚

, 。
一

Β , >
:

,

少『

价
, ,

为奇数时

,
一

, 二 4 1Δ > :4
, , , Ν 1 : , , ; , Ν 4 1Δ > :4

, ; Η 一 1 :脚
> ,

第
Τ Τ ,

在知形 下 中 第一轮填装了半径 为
; Η

的 Ε ,

个圆之后
,

剩余部分所产生的独立小区域的

Ι
、

数记作 >> � ,

可 以 对竹进行归纳证明
,

牛浮

Υ1 ϑ >幻 Ν >
。

在 图 1 巾的阴影部分算作 > 个
2

由于 Ε Η
》 �, 故记

7 > ϑ Ο Ε Ε Ν � ,

第三
,

这些独立小区域中数 目最多 的是那些面积最小的小区域
,

记作 ς > ,

他 们的形状是 由三

个半径为 ,
一

;

的圆相 叨而成的
2

其面积是 − ; ϑ 4+ 丁 一 4二Δ > : :; ;
‘’,

这样第一轮紧密填装完毕
2

耳耳耳
图 � 图 >

之后
,

进行第二轮紧密填装 4图 > :
,

方法如
一

∗2’
;

从上一轮填装完之后
,

取最坏情况
,

独

立小区 域而私4都看成 ς > ,

ς > ϑ 4、Δ 万 一 4二 Δ> :卜 ;
,

把 ς >

近似地看作以 −Ω 为面积的等 边 三 角

形
,

其边 长记作
8 Ο ,

则
8 Ο ϑ >丫困

>

Δ 刃丁
,

把所给的诸圆 4当然去掉
一

半品为
; ,

的圆 :依次紧密填 入这个正止角形中
,

并且挑选使其 填 装

总
、

「画积最 大的那种圆
,

作为第二轮填装圆
,

半径记作 几
,

用 ,
,

;

表示独立小区域中填入 圆 的

1 :这 哄、山二城 与其面积记
!

这相同符号
2
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装
二

法 > ς �

采用紧密填装法表示成问题 4 > :来近似地表达原始问题 4 1 :
,

即

Λ、重: ϑ
农 ;对 十叮全砖 Ν2

二 Ν 二比心
,

而句题 4 > :可以递推逐步求解
2

 :

三
、

误 差 分 析

第一轮紧密填装个数的误差 限
;

定理 � 设在矩形 护 ϑ ; 、 乙中
,

记 9 表示第一轮紧密填装的个数
, 9 ‘

为最优填装个数
,

到 9 苦
妻 ; Β 1二

Δ >甲丁 4Β Ν > : Ξ
, Η Ν 4> Δ召丁 :〕

2

9 身 Β 刀 Ε Ψ

二 ≅ ; 9
赞

毛 8 Φ毛 4Β Ν > :
·

> Η Η
·

4了丁
; ; 。 ; Ν > 下 ;

:
,

舌
Μ

“ <>寸丁 4Β Ν > :「; , Ν 4> Δ 召丁 :〕ΣΔ 才
,

故

9 Δ 9
荟
妻 Β , ; >二

Δ >丫丁 4, Ν > : Ξ
; , Ν 4> Δ寸丁 :∗

,

2 ; Η

充分大时

到9 路
二 �

2

7 � ,

第二轮紧密填装个数的误差限
;

定理 > 与在半径为
; �

的三个大圆相切围成的曲边三角形等积的正三角形中
,

设 放 入

半怪为
; >

的小圆最优个数是 9
“

一

个
,

而紧密填装半径为
下 ; 的小 圆

‘爷 乒二 刀 >
4Β ; Ν � : Δ >丫丁 4

, , ; Ν 了丁 :>

,

而紧密填装半径为
; ; 的小 圆个数为 9 ,

则

9 Δ 9

设曲边三角形的面积为 ς > ,

与它同积的正三形的边
一

长为 内

“> 二 >丫反 Δ二了
,

4 Ρ :

由于
汀嘴淤

”

簇ς > ,

9 苦
毛ς

>

Δ 二里
,

用
, ; ; 友示 −

;

中紧密填装1为行数
,

也是最后一行 圆的个数
,

则

9 ϑ 4� Δ > :。
>
4Β ; Ν � :

,

; ; ϑ 汇48 Ο
Δ >

,讼: 一 召百
一

Ν �」ϑ 「48 ;

Δ >
≅ >

: 一 扩丁 Ν � 一 夕Ζ
,

如ΔΩ
,

Μ

Ο

4 户> 十扩丁
,

4�毛 Υ [ � :

把虱
2

4 Ρ : 代入
,

得

ς
>

Δ ,
·

Η 毛丫丁 4, ; Ν 、Δ 丁 :
> ,

9 苦
簇 41 Δ 二 :寸丁 4、

; Ν 了丁 :
“

9 Δ 9 ,

: 二。> 4
≅ 。 Ν Ω : Δ >甲丁 4二

; Ν 了丁 :> ,

当 ; ;

充分大时
,
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丫
,

、 ;
『一 ,

‘

9 Δ 9 芳汀0
‘

7 �
2 卜

下面估计紧密填装与最优填装的 目标函数的误差限
;

定理  设在矩形 护二 “ Ε Φ 中
,

最优填装的目标函数值为 尸
,

Λ
,

则有

ΛΔ Λ
晋
:

,了, ; �二 Δ及寸丁 4Β Ν > :〔
Β , Ν

2

4> Δ扩丁 :〕
2

冷
、 、

戈

一证

厂
若 ϑ
北<Ε;’ Ν 二 Η成 Ν ⋯ Ν 戒二嵘 4 8Φ

,

紧密填装的 目标函数值为

Λ ϑ

万
二 ≅
毛
Ε ‘

4入
; ‘一 Η

Δ 入
> ‘一 �

:: ‘≅ ; Ε Η ,

与定理 � 类众地 证明

ΛΔ厂
关
: Β ,; �二

Δ >甲一4, ; Ν > :4Β ; Ν > Δ寸丁 :
,

当 Β 、 Β Η

充分大时

ΛΔ Λ
器 二 �

2

7 �
2

定理  ’

密填装圆
‘: ,

如果紧密填装至少可
2

以洲咧第二朴 且第干轮至少存在一个半 径 为
了 的 紧

那未
,

误差改进拘
《

ΛΔΛ
劳

: Ξ 4ς丫丁
丁二Η:八

Θ ; Ε
、

Ξ ; 。 Η

八
。 Ν ; : 4

, ; � 、 ; Ω了丁 :>
2

Λ: 二 ≅ <Ε
Η Ν 二 ; 里Ε

Ο入, ;

Δ 入
> Η

: , ΟΒ 1; Σ3≅ Ν 4Ο Β 。 Η Ν > :二 ≅ Ο ,

其中
了 二 4甲丁邝 :4> 甲反 Δ

Ρ

寸丁:
,

尸 ϑ ς >
Δ  甲丁

ϑ 4�Δ  了丁 :4 甲丁 一叮 > :犷圣
,

故
Λ: ; ; Η 二 ≅ < Ν 4> ; ; Η Ν > :二4� Δ  寸丁 :4了丁 一 二Δ > : ≅圣

,

Λ多 【Β Β , Ν Ο Β Β ,
4丫丁 一 二Δ > : Δ  甲丁 Ζ 二 ≅

圣
,

而
Λ
朴

成 8 Φ4 4>召丁 Δ 二 :4Β Ν > : Ν 4Β Η Ν > Δ丫丁:二 Η

故

ΛΔ Λ
书

: ∋4ς甲丁二 一 二 ,

: Δ � Θ Ζ ∴ 〔
Β Β Η

Δ 4
Β Ν > : 4, ; , Ν > Δ了丁 :〕

,

当
, , Β 1

充分大时

ΛΔ Λ
备 “ �

2

7 ] ,

可见
,

这时紧密填装与最优填装的 目标函数相对误差不超过 ΡΠ
2

1: 只要有一个圆
,

半径为 ≅ ,

满足

; 簇〔4甲丁 一 二Δ >:
’Δ ’

Δ 粼丁
“

」
; ; ,

就必然有第二轮填装圆
。
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