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摘 要

对高阶状态方程描述的热工 付象
,

若使用通常的降阶方法
,

将会有很大的计算工作
4

本文从对

象的输入输出特性出发
, ;廿于一类指定的降阶模型

,

证明了可以用二步线性最小二乘求得降阶模

型的参数
,

方法简单
4

计算实例说明降阶模型较好地重现了原型的响应特性
4

一
、

模型降阶概述

应用理论分析法并借助数字计算机建立热土对象的线性化集中参数模型 时
,

模型常以阶

次较高的状态方程式出现
4
<

戈 = %> ? ≅Α
,

− = 0> ? Β <‘,

其中>
、

−
、 Α分别表示状态变量

、

输出和输入变量 ; %
、

Χ
、

0
、

� 为与负荷有关的常数矩阵
4

例如在文 【�Δ 中为某大容量直流锅炉机组建立了阶数为ΕΦ 的线性化模型
4

随着将对象分成 更

细的区段
,

模型的阶次可以超过 � ��
4

利用阶次如此之高的模型进行分析和综合
,

必 然 带 来

计算机容量
、

实时性和计算费用等方面的困难
,

因此必须降阶
4

目前
,

关于模型降阶方法已有 了大量的文章
,

综合起来
,

可 以分为频域和时域二大类
【 Δ 。

以系统的传递函数或频率响应出发进行降阶
,

称为频域降阶法
,

这类方法一般是在得到

系统的传递函数模型后才能进行
4

从理论上讲
,

只要有 了系统的状态方程模型 .� 2
,

就 可 以

求取传递函数模型Γ .Η 2
<

Γ .Η 2 = 0 .< , 一 % 2
一 ‘Χ ? Β

4

.  2

然而
,

这时必须进行大量的计算
,

尤其对于阶次较高的系统
,

矩阵求逆的运算 .Η , 一 % 2
一 ’

绝非易事
。

因此
,

利用频域降阶法得到式 .�2 的低阶模型极为不便
。

时域降阶方法从系统的状态方程或时域响应出发进行降阶
,

主要有摄动法
、

模态法
、

集

结法等
。

摄动法的基本思想是根据参数在系统动态中相互作用的大小 . 非奇摄动 2 或根据系

统所存在的快慢二种现象 . 奇摄动 2 进行降阶工作
4

这种方法必须事先对系统的工作原理有

一定程度的了解
,

并且有时不一定能将模型降到希望的较低阶次
4

例如在文 【� 」的ΕΦ 阶模型

本文� 7 ≅ Ι年7月 Ε 日收到
。
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中
,

以工质压力和 ϑ含作为状态变量
,

在动态过程中压力相对于店变化是较快的
,

可以归为快

现象
4

如果应用奇摄动方法降阶
,

即使舍弃全部压力变量
,

由遗留的焙变量得到的降阶模型

仍有较高的维数
。

模态法 . 亦称优势极点法 2 通过保留高阶系统占优势的模式取得 降 阶 模

型
,

被舍弃的非优势模式对于系统中的快现象
,

这可以认为是奇摄动法的变型
4

该法需要事

先计算高阶系统的特征值
,

而对于阶次较高的原系统
,

计算特征值的工作本身就是十分艰巨

的
。

集结法降阶的主要难点在于确定集结阵
,

而且需要大量复杂的计算
。

综上所述
,

常规的时域降阶或频域降阶方法应用于阶次较高的热工对象机理模 型 .� 2
,

将会遇到很大困难
4

因此希望寻求适合于所建模型的降阶算法
。

任一系统
,

其动态特性必然表现在它的变化着的输入输出数据中
4

因此
,

可 以在相同输

入激励下
,

使高阶系统的输出与降阶模型的输出响应之间误差的某种指标达到最优而实现降

阶
4

例如
,

当指标为二次型
,

离散输出取样步长为 /时
,

降阶模型应在使二次性能指标

∗ “

艺 Κ“.Λ / 2 一 夕.Λ / 2 Δ
’

. Ε 2

极小的意义下逼近原系统
。

当指定了简化模型夕.Μ2 的形式后
,

这一问题就是业已熟知的参数

辩识问题
4

在本文中
,

将研究输出形如

夕.Μ 2 = Ν 。 ? Ν < Ο 久“ ? ⋯ ? Ν 二 Ο 入“ ‘
. 8 2

的一类降阶模型
,

其中 Π 为降阶模型阶次
,

预先指定且小于原型阶次
4

参数
。 Θ和入‘均为复数

,

通过对式 .Ε 2极小化来确定
,

亦即

∗ 一

习 〔Ρ .Λ 2 一夕.Λ 2 Δ
’

‘

露
。

一

习 Κ “.Λ 2 一 .Ν 。 ? Ν ; Ο“ , Λ ? ⋯ ? Ν Σ Ο ‘“ ’ ‘
2〕

’
2 :ΤΘΤ

·

. 6 2

这是一个非线性最小二乘问题
,

应用通常方法求解将导致相 当复杂的计算
4

为了避免这一困难
,

本文提出应用二步线性最小二乘法替代式 . 6 2 的非线性最小二乘

问题
。

第一次最小二乘求得参数入
< ,

姚
,

⋯
,

硫
,

然后通过第二次线性二乘确定其余各参数
Ν 。, Ν ; ,

⋯
,

Υ
4

在推导这一算法之前
,

我们先证明下面的一个定理
4

二
、

一 个 定 理

定理 式 . 8 2 的离散形式

夕二 = Ν 。 ? Ν 5 Ο 入‘Λ 犷 ? ⋯ ? Ν Σ Ο ‘。 ‘ ,

和差分方程

夕二 = ς 。一 ς
,

夕二
一 < 一

· ·

一 乡。夕‘
一 。

是等价的
。

其中

9Σ == Ν 。.Θ 一 Ο ‘, ,
2 .� 一 Ο ‘ 甲2⋯ .Θ 一 Ο入仍 ,

2
,

而95
、

扒
,
⋯

,
9。构成的 Π 次多项式

招“ ? 95留 , ? � ? ⋯ ? 9
,

一 Θ留 ? 9。 = �

的 Π 个根分别为砂
, , ,

砂
, , ,

⋯
,
砂袱

4

. Φ 2

. ΙΝ 2

. Ι Ω 2
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,

证明、
Ξ

根据多项式的很
一

和系数之间关系的韦达公式
,
对式仃Ω2 可以写出

<

95 二 一 .<Ο “ : ? “入, , ? Ψ
·

? 砂砂殊

夕< “ Ο .入� 十久幼 Ζ ? Ο . 入 十 入Ε 2 , ? ⋯ Ο .入“, �庄入“ 2 , ,

ς 。
一 , = .4 一 � 2”

一‘Κ 己‘
入’? “  ?

‘
,
’

? ‘’Τ 一
” , ? Ο “’十 ‘’?

’二 ? 人, 2 ’Δ
,

ς , = .一 � 2爪 Ο .入∗ 干 ‘ 千
’

Ψ 干 ‘” 2: ,
4

现用数学归纳法证明
。

对于 Π = �有

垂, = Ν 。 ? Ν , Ο “ ‘ “,

夕“
一 , = Ν 。 ? Ν 5 Ο 入’? .“一 ‘2 ,

将式 .Ρ Ν 2 一 .Ρ Ω2 [ Ο 入,

”
一

得到

乡
∴ 一 夕。 一 ; Ο 入’, = Ν 。

.� 一 Ο 入‘,
2

,

利用韦达公式 .Π = 52 和式 .ΙΝ 2
,

即有

夕, = 9。一 9
<

或。
一 Θ ·

设结论在 Π 时已经成立
,

则对于 .Π ? �2 有

夕
。 = Ν Σ ? Ν 5 Ο 入’, Λ ?

8

二 ? Ν 二 , , Ο 入‘ ? ’, [ ,

系
。一 ; == Ν Σ ? Ν 5 Ο ‘’, .扩 一 ’ 2 ? ⋯ ? Ν 4 , ; Ο 入“‘’, .尤 一 ‘2 ,

将式 .�  Ν 2 一 式 .Θ ]Ω 2 [ Ο 入“? , , ,

得到

乡一 夕
, 一 , Ο 入“ ? ’: = Ν 。.� 一 Ο ‘耐

‘/ 2 ? Ν , Ο 入’, .茸 一 ’2 .Ο ‘’: 一 Ο入‘ ? , ’ 2 ? ⋯

? Ν 二。入‘: .‘一 ‘卜. Ο 人“ , 一 Ο ‘“ 十 , :

2
4

. ≅ 2

. Ρ Ν 2

. 7石 2

. � � 2

. � � 2

. �  Ν 2

. 工]Ω 2

. � Ε 2

令
−∴ 二 夕、一 夕。

一 <砂”? ‘, Η

Ν Σ = Ν Σ .� 一 Ο 入‘ ? ’,
2

,

Ν < = Ν , Ο 一 入’,

.Ο入Θ , 一 Ο 入, 主
户2

,

Ν。 = Ν Σ Ο 一 入‘,
.Ο 入“, 一 Ο入‘ ? � ,

2
,

则式 .� Ε2 可记为

− ,

由于结论已假定在 Π 时成立
,

− ,

且有

= 。Σ ? Ν Θ Ο 入∗Ζ Λ ? ⋯ ? 。。 Ο 入‘/ Λ Η

故上式有

. � 8 2

户。=

乡< =

户。 一 户
, − ∴ ⊥ , 一

· ·

一 户。− 。一 。 ,

。Σ ._ 一 Ο 入� ,
2⋯ .5 一 Ο 人, ,

2
,

一 .Ο 入‘, ? Ο ‘ , ? ⋯ ? Ο 入, /
2

,

. � 6 2

乡。 = .一 52“ Ο 入, : Ο 入, :
⋯ Ο 入“ , ,

. � Φ 2

将关系式−
∴ = 夕。一 夕∴ 一 < 砂”

’,

代入式 .� 8 2
,

经过简单的运算后
,

可整理得

夕, = ς。 ? ς <乡
。一 ; 一 ς

<

夕。
一 < 一

·

一 ς 。
? , 乡∴ 一 .。 ? , 2 , . � Ι 2

其中

9。之 乡。
,
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加
,

共
一

九一 砂Π 干 ’, ,

乡
 = 乡< 一 乡< Ο入‘ ? ‘, ,

农‘ = 户。 一 户一
< Ο“? , ’,

ς , , 5 = 一户4 Ο 否
“严

4

现将式 .� Φ 2和 Ν。 = Ν 。

.5 一 Ο 入“ ? Θ

勺代入上式
,

有

9� 二 气仔 , 砂砂卜
·

拯一 砂“
� ,

2
,

加 = , 仕Α 厂?4
二 十砂砂

,勺奋

 � �

. � ≅ 2

ς 5Τ ? , = .一 5 2拼
? 5 Ο 人5 , Ο 入 ,

⋯ Ο盆“ ? � , ,

从韦达公式可知
,

由系数ς ; ,
ς ] ,

⋯
,

ς Σ
5
所构成的.Π ? �2 次多项式

留价 ? 5 ? 乡
5留 , ? 力

 

沪
一 � ,

? ⋯ ? 9二似 ? 9。
? 5 = �

,

其 .”‘? � 2个根就是
Ο“ : , Ο ‘ , ,

⋯
, 。 ‘。 ? ; 梦 4

故在 .55 , ? �2 时结论也成立
,

这就证明了定理石

三
、

降 阶 算 法

根据以上定理
,

式 . 8 2的离散形式等价于

如 二 如 一 9Θ女∴ 一 5 一
, ·

一如夕
。一 。 . � 7 Ν 2

或
夕
。 一 Ν 。声 ς

,

.Ν 。一或
, 一 , 2 ? ⋯ ? ς , .Ν 。 一 乡

、 一 二 2
,

. � 7西2

式 .� Ρ Ν2 和式 .5肠2的等价性 . 只要注意到韦达公式 2 是明显的
4

假定在与高阶系统相同输入 。.Μ 2作用下
,

降阶模型为式 .82 或式 .� 7的的形式
,

4

则二 步线

性二乘算法可以表达为

. � 2 对于稳定于某一终值的情 况
,

要求降阶模型和原型有一致终值
,

根据这一约束条

件可以先确定系数Ν�

Ν 。 = ��Π 夕.Μ2 二 �红Τ , .才2
4

一

.  � 2
心净 4 Μ 寸。

.  2 将式 .5 Ρ Ω2 代入性能指标式 .Ε2
,

并认为对每一时刻Λ有

脚今乡份 ,

价、如
,

矛⎯ 走
,

.  � 2

这样就有

α 一万 .“。一 夕
,

2  =

万 〔.“
“ 一 “。2 一 .乡, 一 “。2Δ

’

ϑ .万
∴ 一 Ν 。2 一 Κ9

<

. Ν 。一 女
, 一 < 2 ? 加 .Ν 。一夕

, 一 < 2 ? ⋯ ? ς 。 .Ν 。一 乡∴ 一 , 2 Δ β
 

.万
, 一 Ν 。2 一 Κς

,
.Ν 。一 万。一 < 2 ? ⋯ ? ς 二 .母。一 , ∴

一 2Δ β
 Ξ   2

?十

润
χ

万�
�

万�
·

一一
·

一一

式中的近似相等号 、 !在∀ 》 # 时成立
。
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在∗最小的意义下
,

得到参数9
; ,

9
] ,
⋯

,
9二的最小二乘估计

ς 二 .功哪 2
一 ’

夕劝
,

式中
ς 二 .9

∗
9 ⋯9

4

。 2
, ,

砂= 〔.夕
。 、 ; 一 Ν 。2.夕。

十< 一 Ν 。2⋯ .Ρ 二 一 Ν 。2 Δ
, Ξ

 Ε Ν

.  Ε Ω 2

.  Ε Ο 2

功
=

Ν 。一 3二 一 Θ

Ν Σ 一 3万一  

 Ε δ

如果特别重视某一时间区间的取样点
,

一

也可得到相应的加权最小二乘解

ς = .夕 ε功2
一 ’

功
,

ε丸

式中
,

φ 为所希望的对称正定加权阵
4

. Ε 2 求多项式
<

留” ? 9
Θ留 叭一 Θ ? 一 ? 9二 = Σ

的 Π 个根
Ο 入‘, , Ο ‘, 牙,

⋯
, Ο 久“ , ,

相应得到入
< ,
入 ,

⋯
,
入ΜΤ ·

. 8 2 根据所得久
� ,
⋯

,
久。

,

在性能指标

∗ “艺 〔“
‘ 一 .Ν 。 ? Ν ; Ο ‘, , Λ ? ⋯ ? Ν Σ Ο ‘“ / Λ 2〕

’
.  6 2

最小时
,

求得各系数Ν5
,
几

,

⋯
, Ν 触

对于入
< ,
入 ,

⋯
,
入4 中有复根的情况

,

式 . 6 2可改写为

∗ =

习 ϑ “
“一 Κ

“。 ?

习
“‘Ο“ ‘ , ?

习 Ω ‘““ ‘ , Η ΘΤ .刀
‘Λ / 2 ? “。‘“

“
: “!, .口

‘Λ / 2� β .  Φ 2

式中
,
入; ⋯入Π 为实根

,

其余为复根
,

在利用式 .  Φ 2确定参数价
、

瓦
、

‘= �

Ν ‘、

刀
‘

分别为复根入
。
的实部和虚部

4

γ ‘时
,

同样可 以考虑采用加权最小二乘法
。

. 6 2 由所得参数
Ν 。, Ν ; ,

⋯
, Ν 。和久< ,

⋯
,
入。

,

得到降阶系统输出

夕
‘ = Ν 。 ? Ν , Ο 入’‘? ⋯ ? Ν Σ Ο 入“ ‘。

当需要它的频域表示时
,

利用& “ς 5“ ““变换式

.  Ι 2

。 , 八 ⊥ & Κ夕.Μ2 Δ
、 了、 α 5 一 一下 卜 Ξ 二二丁万一一 ,

山 &封气‘] α

得到相应的传递函数Γ .< 2
4

至此就实现了对一已知终值响应过程的低阶近似
。

当不可能直接得到
Ν 。时

,

只要在第二步中将式 .Φ2 代入性能指标
,

得

∗ =

习 Κ“。 一 乎。 Δ
’ =

习 Κ , , 一 .ς。一 ς
, “。一 , Ξ

一
ς Σ Ρ “一2 Δ

 ,

.  ≅ 2

云 = 价? 5

就可在∗最小意义下得到参数ς 。
,

ς < ,
⋯

,
9二

,

口。二

.� 一 Ο入’,

2.Θ 一 Ο 入] :
2⋯ .� 一 Ο 入“ ,

2

再由式 .ΙΝ2 求得

⊥ 9Σ

一 _ ? 9∗ ? 9] ? ⋯ ? 9Σ 4 .  7 2

四
、

举 例

. � 2 一个四阶系统
,

其传递函数为
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Γ .Η 2 =
≅ �

。

Φ � � Ε Ε Ι 6 6 Ε ? 6 �
。

Φ Φ 8 7 Φ Ι 8 7 6  ? 7 7
。

≅ Ε  Ε 8 Ε6 ? 6

6 8 ? � � 6
。

 �6 Ε ? 6  �

对系统加上单位阶跃输入
,
差分步距/ 二 �

。

�Ε
6 ,

Π 二  时
,

阶跃响应和传递函数分别为

。

� � 6  ? � � �
。

� 6 6 ? 6

数据量∃ = � � � ,

应用本文 方 法
,

当 设 定

乎 .Μ2 = 二 �石 � � Ι 6 Ο 一 8 · 乍。‘二 ‘一 �
。

Ι ≅ 7  6 Ο 一 。7 · “’”“6 ‘,

Γ ].Η 2 二
Ι 7

。

Φ ≅ 7 6 ? 8 Ι Ι
。

Φ ≅ ≅ Ε Ι
6  ? � � 8

。

8�Φ � � , ? 8 ΙΙ
。

Φ合吕Ε  

性能指标为η
 =  

4

Ε8
[ 5Σ “ ’。

作为比较
,

式 .Ε2 中用9Σ
δΟ 法所得结果为

Γ
ς
.Η2 “

 Ε
。

� ≅  6 6 ?  
。

Ε石7 Φ
6  ?  Ε

。

Ι 6  6 ?  
。

Ε 6 7 Φ

∗
尸 = �

4

� ≅ [ � � 一 � 。

当设定 Π 二 Ε 时
,

应用本文方法得到的低阶系统为

万Ε .Μ2 = � 一 �
4

� Ι  7  Ο 一召
·

。7 7 7‘一 �
4

≅ � Ι Ε 8Ο 一 ’� � ‘一 �
。

� � 7 Ι 8 Ο一 �
·

。。≅ Ε 8 ‘,

Γ
Ε

.Η 2 =
≅ �

。

Φ � � 6 8 6  ? 8 7 ≅
。

Ε 6 Ι Φ 6 ? 8 7
。

� Ι � 7

6 Ε ? � � 6
。

� 7 ≅ Ε 8 6  ? 6 � �
。

Ε  6 �  6 ? 8 7
。

� Ι � 7

性能指标为�
Ε = 8

4

6 ΦΦ [ 5Σ 一 ‘“,

已相当逼近原系统
。

.  2考虑文【�Δ 中所建模型
,

该模型为ΕΦ 阶的高阶系统
4

所建模型 � �� Υ负荷时
,

给水量 一 6 Υ阶跃扰动对高再出口 的温度响应仿真曲线
,

利用本

文的降阶算法得到相应的二阶传递函数为

Γ .< 2 = 一  
。

6 � Ε  7 火
一 6

。

Ε � �  7 [ � �
一 6 6 ? Ι

。

7 8 Ε 8  [ � � 一 Φ

6  ? Φ
4

� Φ Ι  8 [ � � 一 Ε 6 ? Ι
。

7 8 Ε 8  [ � Σ 一 Φ

降阶模型和原型的阶跃 响应见图 �
4

所建模型 � �� Υ负荷时
,

燃料和给水同时阶跃 6 Υ对高再出口的温度响应
,

本算法求得的

相应复合扰动三阶传递函数为

Γ .Η 2 = �
。

7 Ε ≅ � Ι >
�

。

� Φ ≅ ≅ 8 6  ? 7
。

7 6 Ε 8 ≅ [ � � 一 Ε 6 ?  
4

� Ι 6 7 6 欠 � �
一 Φ

6 Ε ? �
。

� � Ε Ι 6  ? ≅
。

  ≅ ≅ � 又 � � 一 心Η ?  
4

� Ι 6 7 6 又 � � 一 Φ

降阶模型和原型的阶跃响应见图  
。
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监
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乙训 幸胃 口试声 。‘‘、 了认心

匀加

.护∃侧归

丘应对 %司  习

降阶模型 和原型阶跃响应比较  给水& ∋ 阶跃 !
( 一一原型

) ·

一一降阶模型

及应对河  习

图 ∗ 给水和燃料复合扰动的阶跃响应

( 一一原型
) ·

一一降阶模型

可见
,

以上算例在应用较低阶次  二 二 ∗一 + !的降阶模型时都能基本再现原型 的 阶 跃 响

应
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五
、

结 束 语

直接利用系统的输入输出信息建立系统的低阶近减模型
,

避免了处理原高阶系统的矩阵

求逆或求特征值等复杂运算
。

本文提出的降阶算法
,

将非线性最小二乘分解成二步线性最小

二乘
,

这时式 . Ε2 中待处理矩阵均为 Π 阶.Π
=  一 Ε2

,

和非线性最小二乘的阶次 ]Π 相 比
,

进

一步简化了计算
。

保证降阶系统的稳定性
,

是模型降阶的一个重要方面
。

在工程应用中
,

一般模型 阶次都

不超过三阶
,

以上所进行的算例中
,

应用二阶或三阶模型都得到 了稳定的降阶结果
,

但这里

未给出算法的稳定性证明
4

在应用本算法进行低阶近似时
,

如不稳定
,

建议适当增加数据长

度∃
,

或者使用加权最小二乘
,

还可考虑增添稳定性约束条件
4
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