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摘 要

本文介绍用有限元估算弹塑性动态 ! 积分值的方法
3

对具有中心裂纹的矩形板作了线弹 性租

弹塑性分析
,

并与静态情况作比较
,

得到了积分基本守恒和随时间的变化规律
3

同时分析了动态 !

积分的一些性质
3

一
、

引 言

近年来
,

受动态荷载作用的结构断裂问题
,

已引起广 泛的重视
3

由于数学上的困难
,

对

于这类问题的解析解很难得到
,

只有少数几个特殊情况才能得 出解析解
,

大多数解答总通过

有限元法
、

有限差分法等数值计算方法得到的
3

在这些间题中
,

动态应力强度 因子起着重要的

作用
3

但是
,

在实际工程中
,

许多重要结构总是由韧性材料构成
,

在裂纹扩展前
,

其尖端已

存在相当大范围的塑性变形
,

这时动态应力强度因子已经不能应用
3

对于这类问题动态 + 积

分可望成为一个有效的断裂参数
,

很多研究者提出了不少 + 积分或能量释放率表达式〔� 一 5〕

裂纹尖端的弹性能量释放率的回路积分表达式最早由 &< = >? 1
1? 和 −≅ ΑΒ 2Χ Δ 〔� 〕提出

,

他

们 认为裂纹动态扩展同准静态扩展具有相同的形式
,

只是将弹性应变能密度换为总的机械能

密度
,

即弹性能加上动能
3

(;
“Ε

?Φ
〔 Γ
得 到了由裂纹尖端场量表示的同样表达式

3

+Η>
≅Α> Ι 1< 。等

2ϑ, 引及 & <2 Ε; > 【Κ〕和 %>
“
Α> 1 =Λ

「Μ 一 “,采用围绕尖端有限区域的积分来进行动态能量释放率的计 算
,

目前
,

大多数计算分析仍限于线弹性情况
3

本文 采用八节点等参有限元对受阶跃拉伸载荷作

用的矩形裂纹板作了线弹性及弹塑性分析
,

采用 % “Ν Ι “; = 逐步积分法进行时间积分
,

考 察 了

线弹性及弹塑性情况下的 + 积分的守恒性
,

得到了 ! 积分随时间的变化情况
,

分析了动态弹

塑性情况下 +积分的一些性质
。

二
、

动 态 ! 积 分 公 式

考虑图 2 所示的平面裂纹体
,

坐标系选取也示于图中
,

则 Ο 积分或动态能态释放率有姐

本文 � 4 5 Π年Π月 Κ 日收到
3
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式中
,

; 为包围裂纹尖端的任意曲线
ς & 为曲线 ; 和裂纹

面包 围的区域 ς 翔 为应变能密度
ς Ρ
为 ; 上的外法线矢 ς

/ 为 ; 上的张力矢
ς Ε
为位移矢

ς Υ 为材料密度
3

本文 的

计算结果表明无论是在线弹性情况下还是在弹性情况下
,

图

Ο
工

和 +
, ’

都近乎一致
。

在线弹性情况下
,

动态 + 积分 同动态应力强度因子有如下关系
Ρ

�
� 二 ΩΞ Ρ Ο 刀

3

式中
,

对于平应变问题 Ω 二 2 一 沪
, ,
为材料的泊松比

, 刀为材料的弹性模量
。

三
、

动态有限元分析

目前关于有限元动力分析问题已有较为系统的研究
Ρ ’。一 ‘ϑ 〕,

本文仅就具体的计算方 法表

自己的做法
3

�
3

本构关系

对于弹塑性材料来说
,

木构关系取决于整个应力和应变历史
3

本文采用满足 Ψ 1?
一

Ζ >““ ,

屈服条件的增量流动法则
,

应力应变关系为

Φ ! 、[
−

� 一 ∴ (
决占

, [ Τ  ‘介
’‘

厂
Λ 子

ϑ] Λ ’、 Σ
Φ Ρ ‘、Σ

口“〔7万
’

Ο ϑ ] 9 Τ �〕
Λ , ‘, 7 6 9

式甲
,

击
Θ 7� Ο ϑ9 击

‘, ,

凌“, Θ 拢
‘, 一 Φ砧

Ρ 、ς 口
、、
为应力偏量

ς 口 为等效正应力
ς )

‘

为材料硬

化曲线的斜率
ς ‘ 和 �9 分另2!为剪切弹性模量和 泊去比

, Λ 苦

由下面式子确定
Ρ

当 口 Θ ‘ 而

1’>
[

么
, 9 ∀ 时

, “ 冷 Θ � ς 当 口 ⊥ ‘或 厅 Θ ‘而 。
’
‘[必

, 、⊥ 1 时
, 。 “ Θ 。

3

硬化规律 由下式表示

口 Θ ) 72Φ恶
户
9

,

7 Κ 9

Φ 。一丫二
Φ一Φ一 7 Μ 9

 
3

有限元动力分析

本文采用八节点 等参元进行有限元动力分析
,

对于任意时刻 坐标和单元位移摸式由

_ , 二

万 %
、‘_ , “ ‘“

一

”‘_ , 二

万万
、 ‘ Τ ”‘_广

7[“ � ,  9 7 Π 9
Ε , Θ

万 %
、 ‘Ε 了“ 3

“
‘’‘。[ 二

万 %
、 “ “ , ,广

3

式中
, ‘

介
“

表示在时刻 < 单元节点 = 在 > 方 句的坐标
,

其它符号类推
,

%
,

为单元 的 形

函数
,

单元刚度矩阵和等改节点力均采用  _ ∴ 高斯积分形成
,

经过离散化后的运动方 程 在



� Κ 5 华 侨 大 学
3

学 报 � 4 5 4年

写成矩阵形式后为

〔州 Γ ⎯
Ε
α Τ +Η 〕⎯

Ε
α Τ β友〕⎯

#

α 二 ⎯∃ α
3

7 5 9

其中
,

〔Ζ〕为一致质量阵
,

〔ΗΓ 为阻尼阵
,

= 为刚度阵
, 。 、 Ε 和 。

分别为加速度向量
、

速度

向量和位移向量
,
介

一

为载荷向 量
3

采用 % Β 二。。 ; = 逐步积分法进行时间积分
,

对式 7 5 9 进行时间离散后得
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Ε Ρ 十 Ρ ‘
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位移和速度由下面公式确定
’��Γ

3
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α
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,
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7 � � 9

这里 刀
, 下是满足下面两个式子的参数

斗
,

9 ∀
。

Κ ,
7�  Λ 9

夕9 1
。

 Κ 71
。

Κ Τ δ  9
3

7�  Χ 9

当式 7 �  9 的条件得到满足时
,

算法是无条件稳定的
3

四
、

数 值 计 算2

本文对图  所示的带裂纹的矩形板作了计算
,

板的上下表面在 时刻 < 二 。受到均 布 拉 应

力
Λ 的作用

,

荷载同时间关系满足 )
Β “‘

>≅> ΦΒ 函数
,

板的长度为  � Θ � �6 Ι Ι ,

高为 ∴) 二 6� Ι Ι
,

裂纹的长度为  Λ 二  6 Ι Ι ,

利用对称性仅取其 2 Ο 6 进行计算
,

单元网格划分及 ! 积分路径 均

丁ε必
2

阴2
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图  图 ϑ 有限元网格

示于图 ϑ
3

由于高斯点的应力应变值的精度较高
,

因此
,

+ 积分路径均取在高斯点上
,

对于

单元中的
Ρ ‘, � ,

珍‘
, � ,

右
‘

及 泞
‘

等值的计算均采用式 7 Π 9中的形函数由单元节点值插值得 到
,

共划分 Κ� 个单元
,

� 5� 个节点
,

单元最小尺寸为 ∴ Ι Ι ,

在进行时间积分时取 , 二 �
3

Κ ,

刀Θ �
3

 份 时间步长△ < Θ 。
3

 川
,

计算按平面应 变进行
,

不考虑阻尼
3

本文对线弹性以及弹塑性情况均作了计算
,

对于弹塑性情况
,

假定材料具有线性强化的

特性
3

材料的特性常数为
Ρ

弹性模量 − Θ Π
3

ϑ Κ _ 2少 。: Λ ς 泊松比
, Θ �

3

 Κ ς

密度 Υ Θ 1
3

� �  6 ΚΞ ϕ加Ι ϑ ς 屈服应力 Λ , Θ  
3

ϑ Κ  丫 � � “Υ Λ ς 硬化曲线刽 率 )
, Θ >

。

6 Π _ Σ 1 1 Υ Λ 3

图 6 为线弹性情况的结果
3

7“ 9图给出了各个路径的 Ο 积分值
,

从图中可看出 Ο 积 分 具

有很好的守恒性 , 7Χ 9给出了由 + 积分换算得的应力强度因子随时间的变化关系
3

图中 还 示

出了文 〔�6 Γ的解析解
,

可看出本文的结果与解析解吻合的很好
,

从而也说明了程序 的 正 确
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性
,

对式 7 � 9
、

7  9两个动态 + 积分表达式均作了计算
,

结果表明相差不大
,

最大误差不超

过 ϑ κ
。

、
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五
、

结果分析与讨论

! 积分的最大优点是能够避开裂纹尖端的高应力集中区域来进行断裂分析
3

它已在静 态

断裂力学中得到广泛的应用
,

本文的计算结果表明 Ο 积分经过修改后仍能应用于动态断裂问

题
,

对于线弹性情况或弹塑性情况
,

动态 Ο 积分均具有轻好的守恒性
,

φ

巨具有如下优点
Ρ

7 �9 采用相当粗糙的网格 7图  9
,

即可得到轻为精确的 Ο 积分值
,

从而可以 节省大量的计

算时间 ς 7  9 对于裂纹尖端区域不 需要另作特殊的处理
,

适用性广 ς 7 ϑ 9 便于进行有限

元程序设计
3

从图 6
、

Κ
、

Μ 中均可看出
,

在同样的载荷幅值下
,

动态冲击载荷产生的 ! 积分的最大

值约为静态值的 6 倍
,

说明动态冲击情况要比静态加载情况危险得多
3

比较图 6 7Λ 9 与 图Κ 7Λ9
,

可看 出在 同样的载荷下
,

线弹性情况的 + 积分要大于弹塑性情况的 + 积分
,

说 明韧性材料比

脆性材安全
。

另外可看出
,

在所计算的三种情况下
,

+ 积分随时间的变化规律有所不 同
。

在图 6 的 弹

性情况下
,

! 积分在达到最大值前是单调上升的而 巨最早达到最大值
3

而对于图 Κ 和图 Μ 的

的弹塑性情 况
,

! 积分在达到最大值前出现了波动
,

而且外加载荷越大波动的幅度也越大
3

这可以由尖端区的应力情况来解释
,

由于在弹塑性情 况下
,

+ 积分在达到最大值前
,

裂纹 尖

端已经出现 了屈服
,

相应的尖端屈服区的应力会因屈服而下 降
,

从而导致 + 积分值的下 降
,

且所加载荷越大
,

屈服程度也就越深
,

相对于弹性情况
,

应力下降也越历害
,

因而 ! 积分值

也必下降得历害
,

波动幅度当然越大
,

另一方面
,

说明在线弹性情况下因应力不会下 降 7由

屈服造成 9致使 Ο 积分必会最早达到最大值而不会象弹塑性情况那样出现波动现象
3

六
、

结 论

本文在介绍用动力有限元估算动态 Ο 积分值的方法中
,

经过有关的分析和计算结果表明

动态 + 积分为基本守恒
,

公式 729 和 7 9 均可用来计算动态弹塑性 + 积分
,

二者误差很小
3

还

得到了动态 Ο 积分随时间变化的规律
3
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