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结构分析中的病态矩阵

王 全 凤

(土木工程系)

摘 要

对结构分析中可能存在的病态矩阵
,

如不采取必要的措施会造成计算结果的严重失真
.

本文研

几解的准确性
,

指出在结构分析中病态矩阵可能存在条件和其本质以及电算过程中应采取的措施
.

一
、

问 题 的 提 出

高层框架
一

剪力墙结构作为一种有效的抗侧移结构体系
,

现在被广泛应用于建筑结构中
。

带边框的剪力墙如能导出与框架构件一样的单元刚度矩阵
,

那末用有限单元法求解
,

就容易

组成阶数比一 般把剪力墙离散成矩形单元
,

或三角形单元小得多的结构总刚度矩阵
.

文「1 」提 出将带边框剪力墙用交叉杆系代替可达到上述 目的
.

首先假定剪力墙与围 绕 着

它的框架构件形成一体共同作用
,

将层 间剪力墙用截面为A 。的交叉杆系代替 , 把框架柱用柱

头及柱脚 皆铰接而只承担轴 向力的等价截面A c的杆件代替 ; 同时假定围着它的框架 梁 截 面

积月b及截面惯性矩I b均为无穷大 ( 图 l )
.

这样如 图 2 左边所示的框架
一

剪力墙结构可置换成为如图 2 右边所示替代结构
,

使得结 构 单

元形式统一
、

单元个数减少
,

大大降低了总刚度的阶数
.
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图 2 置换结构能够用刚度方程表达力的平衡条件为
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{ D } = { p } ( 1 )
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式中
,

沐〕是结构的 总刚度矩阵 , { 。 }是结点的位移向量 ; { p } 是结点的等效荷载向 量
.

其解

毛。 } 二 〔K〕
一 i ·

{ p } , ( 2 )

考查一下象上述那样结构对应的刚度方程中
,

刚度矩阵 [引的元素微小变 化对 解 { 。 } 的 影
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刚度方程的真实解 { 0 } = 〔1 1 1 1 飞, .

现在假设矩阵「K 」中的第一 行第一列元素k, ,
有一点

小变化
,

减少了 0 .

01
.

这时
,

方程的解为

{ D } 二 [ 161
。

0 7 一 38 . 22 一 1 5 . 6 2 9 . 25〕
T

从上述算例可看出
,

矩阵【们中的诸元素那怕只有一个发生微小的变化
,

对 解 { 0 }的 影 响

也很大
.

而「州中诸元素在数值上的微小变化
,

在用电子计算机进行运算的过程中是一定 会

发生的
.

在电子计算机上进行算术运算时
, (a + b + 。)可能不等于 (a 十西十 。) ; (a + b )c 可 能

不等于 (ac 十 乙‘) ,

发生这种现象的根本原因是电子计算机只能对有限位数进行运算
,

因此在

电子计算机上集成总刚度 〔引 含着一定的误差
.

如果在这矩阵里的元素值有微小变化
,

它 能

引起解 { 。 }产生很大的变化
,

那 未这个矩阵就是病态矩阵
,

上述式 ( 3) 中矩阵〔引就是一 个

病态矩阵
。

如文「3]所示
,

对一个三跨十层框 架
一

墙板结构欲求出墙板的最优位置
,

使得该结

构抗侧移刚度为最大
,

需要解刚度方程 ( 1) 近 10 ‘次
.

这无疑对刚度方程 ( 1) 的稳定性是 很 大

的考验
,

很难保证在每次求解方程 ( 1)的过程中
,

当矩阵〔剑 的元素有微小变化时
,

对它的解

不会影响
。

另外
,

在上述的置换结构中
, :冷边框勇力墙的边框梁刚度 假定为无 限大

,

而边框柱和交叉

杆的刚度是有 限的
.

当刚度方程中某两个未知量值非常接近时
,

也就是说邻近结点位移未知

量相等时
,

或者在一个刚度很大的单元周围被许多柔性单元包围时
,

由于刚度系数变化幅度

很大
,

则刚度方程都可能出现病态
.

所以上述置换结构本身潜伏着不 稳定性的因素
.
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二
、

问 题 的 实 质

如上所述
,

如果一个刚度方程出现病态
,

它的必要条件之一是刚度矩阵中诸元素的值发

生微小的变化
.

如果刚度矩阵元素的误差或者在解刚度方程时
,

对解的影响很大
,

这个刚度

矩阵就是病态矩阵
。

现在用一个如图 3 所示的简单例子来说明这个问题的本质 141
。

如果刚度矩阵的行或列是线性相关
,

此矩阵是奇异的
,

那末方程无解
.

这个情况被图3 (a) 中

两条平行线证实
,

除非结构是几何可变的或者对结构的力平衡和位移条件表达不正确
,

一般

是不会碰到这种情况的
.

如果两条直线如 图3 (西)所示那样正交
,

这是最优的情况
,

即使它的

匕八
d

伙 o L 一一一-
,

一
。 ,

( b )

解的误差不 会被白动修正
,

这个误差也是 很小的
.

非病态矩阵正如图3 (。)两条直线在中间相

交
,

虽然解的误差是不可避免的
,

它的解既不会象两条实线相交点那样数 学 上 的 精 确 解

{ 。 }
二 ,

也不会象两条虚线相交点那样不符合实际情 况的解 { 。 }
, ,

这种情况解的 误 差 是

在一个允许的范围内
.

也就是说
,

计算结果 { 。 }
,

与精确解 { 。 }
,

非常接近
.

当这 两 条 相

交直线的夹角如图 3 (d) 所示是很小时
,

那未问返成为病态
,

它的解对计算过程中的误差是非

常敏感的
,

因此
,

它的解是相当不准确
。

病态矩阵作为极端倩况是接近于它的奇异性
,

一般用矩阵系数行列式值为零来表示矩阵

这种性质
.

从这里可以得到启发
,

矩阵系数行列式的值
,

其大小可以作为病态程度的度量
.

也就是说
,

矩阵行列式的值越小
,

那末矩阵病态就越严重
.

由于电子计算机只能用有限的位

数来表示一个数
,

若刚度矩阵行列式值愈小
,

在计算过程中积累的误差就越大
,

造成了计算

结果的严重失真
.

三
、

问 题 的 解 决

对结构分析的结果
,

我们最关心的应是它的正确性
,

得到的解应能比较有效地保证结构的

安全和经济性
,

或者对结钩乙勺特性有个比较合理的估计
.

显然
,

在求解刚度方程的过程中
,

要永远深证刚度方程的稳定性才能达到上述的 目的
.

因此
,

在设计这样一个数值程序时
,

首

先应该设置一个校核系统
,

一
_

吓合理的解被求出
,

就应该立即被告知
.

这样可 以 及 时 发

现
,

找出原因
,

避免做许多无用功
.

其次
,

既然已知道病态矩阵的病因
,

不管它是 由何种原

困弓}起刚度方程不稳定
,

则应尽量想办法减少运算误差
.

因为电子计算机只能用有限的位数

来表示数
,

因此要设法保护数字的有限位数
,

下列的一些措施必须被采取
.

1
.

避逃两个相近的数相减
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例如A = 0
.

5 2 3 6 3
、

B = 0
.

52 3 51 都是五位有效数字
,

那末 A 一 B = 0
.

00 0 12 则只有 两 位 有

效数字
,

这启发了在两个很接近的数进行减法运算时
,

精度可能大大减低
.

为了避免精度下

降
,

可对公式进行处理
,

尽量避免减法
.

2
。

注意保护数量级小的数

在编制程序时
,

要注意某个数量级小的物理量在计算过程中可能被吃掉
.

例如上述置换

结构
,

在集成总刚度过程中
,

若框架梁刚度是个数量大的数
,

而围绕它的框架柱及交叉杆刚

度是个数量级小的数
,

那末这个数量级小的数就可能被数量级大的数吃掉
,

引起计算结果失

真
.

如对下列A
、

B和C三个数进行加法运算
,

A 二 l 。‘, 、

B 二 1 0
、

C 澎 一 A
,

若按 (A 十 B) + C 的

次序来编程序
,

在电子计算机上A就可能吃掉B ,

且 A
、

C互相抵消
,

其结果接近于 零
.

但若

按 (A + C ) 十 B的次序
,

其结果接近于 1 0
.

3
。

注意计算步骤简化
,

减少算术运算的次数

由于实际计算是按有限位数进行的
,

所以数值解每一步都可能有误差
。

减少算术运算的次

数
,

就意味着减少误差的积累
.

例如要算乘方护
5 弓,

一共要做2 54 次乘法运算
.

如果把它分解

成x , ““ = 二
·

x “
·

x ‘
·

x ‘
·

x “
·

x “, ·

x “‘
·

x ,”,

只要做 1 4次乘法运算
·

用数值方法
,

解上述有
”
个未知量的刚度方 程(1) 中包含着大量的算术运算次数

。

例如
,

用高斯消元法需要做除法 他 士12 1些
-

次
,

乘法和加法各 (零
十

零
一

纱次 )
,

才能得到该方程的
护 ’J ’

川
沪 , ” , 刁 / 目 ’

曰
“ “
热

’

叭
‘

小
‘
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解
.

因此
,

在有限单元法分析中利用子结构法可以减少总刚度矩阵的阶数
。 ,

进而大大减少

了由于运算次数累积的误差
。

4
.

用双精度减少舍人误差

有效数字的位数可以刻划出近似数的精确度
,

绝对误差与小数点后的位数有关
,

相对误

差与有效数字的位数有关
〔5] 。

由于电子计算机只能用有限的位数表示一个数
,

因此在不同类

型的电子计算机中
,

一个数的准确性就不一样
.

为了改进解的误差
,

必须在形成总刚度矩阵

〔剐 和求解 { D } 的过程中都采用双精度
,

这样就会避免严重的计算结果失真
.

如果 在 形 成

总刚度时采用单精度
,

在求解联立方程时采用双精度
,

或者只采用单精度计算出未知量
,

此

时计算结果已有了误差
,

即使用迭代法等改进方法也改善不 了精度
.

对图 2 右边的置换结构
,

结点编码用阿拉伯数字表示
,

取边框梁断面惯性矩及面积值均

为一个大数 1 )
,

等效边框柱及交叉杆面积可分别根据等效关系算出有限小的值
.

把用 单 精

度
、

双精度与形成总刚度时的单精度
、

解联立方 程时的双精度
,

等三种不 同的有效数字处理

方法计算得到的结果
—

结点侧向位移值D
:

比较在表 1
.

表 l

结点编码
有效数字处理方法 (D

: x 1 0
一 ‘m )

单精度 只在解万程时用双精度 双精度

1

1 3

2 5

一 0
。

2 7 4 3

一 0
。

2 4 3 7

一 0
。

0 7 6 8 5

一 0
。

4 7 0 5

0
。

2 8 7 4

2
。

4 2 7

0
。

6 8 4 5

0
。

5 4 4 8

0
。

3 0 5 1
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从表 1 可明显看出
, , }刁于刚度方理呈现出病态

,

用单精度或只是在解刚度方程时用双精度
,

_

引起解产生很大的误差
,

不 符合结构在水平荷载作用下结点位移的实际情况
,

位移方向与荷

载作用方向不一致
,

造成严重的失真
.

而同一结构 自始至终采用双精度进行运算
,

得到的结

果符合结构变形的实际情况
.

棋向水平位移随着结构高度的增加而增加
.

结构各终点同时能

满足力的平衡和位移连续条件
,

所得的结果是可信的
.

由此可得出结论
:

采用双精度可有效

地保证计算结果的可 靠性
,

对有病态征兆的方程组更应该如此
.
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