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函数极小化的最优单纯形方法

蔡 火 萤

应用数学系

摘 要

本文提出一个函数极小化的最优单纯形方法
,

它是用一维最优点 X
.

来代替当前单纯形中 函

数最高值顶点
了

丫‘
.

引 言

1 9 6 2年
, SP e n d le y , H e x t 和 H im o w o r t h 首先在文〔i ]中

,

提出用单纯形方法求解 无 约

束极小化间题
,

他们所使用的单纯形
,

只限于正规单纯形
,

且在应用过程中没有延伸步骤和

压缩步骤
,

只是采用一系列的反射步骤来搜索 目标函数的极小点
.

1 9 6 5年
, N el d e r

和 M e“ d

在文〔2 〕中对单纯形方法加以改善
,

他们把正规单纯形扩大到任意单 纯形
.

而且在使用中增

加延伸步骤和压缩步骤
,

使方法变得灵活多样
,

提高了计算效率
,

成为现代数值方法中常用

而有效的方法之一
‘31 .

本文对目前使用的单纯形方法
,

提出进一步的改善
,

它的主要思想是

用一维最优点 X
.

来代替当前单纯形中的函数最高值顶点 X “ .

二
、

方法的建立

考虑 R
”

上的实值函数 l( X )
.

为求 f( X ) 在 R
”

中的极小点
,

首先在 R
”

中适当取出(: ‘
1)

个点 X
; ,

X Z ,
⋯

,
X

, * , .

使它们构成 R
”

中的一个单 纯形
,

然后求出 目标函数 t( X ) 在这 个

单纯形各点处的值
:
t( X

;

)
,

f( X 2 )
,
一

,

f( X
二 十 1

)
,

并从中选出目标函数的最高值顶点 X
“

和

最低值顶点 X
‘ ,

即

f(X “) 二 m a x
{f(X

:

)
,

f(X
Z )

,
⋯

,

f(X
, * : )}

,

f(X
‘
) = m in {f(X

,
)

,

f(X Z )
,
⋯

,

f(X
。 * : )}

。

协 l

再求单纯形除最高值顶点 ‘“ 以外的各顶点的平均形心点 ‘
,

即 ’ =

令馨“
,
义 ‘牛义

”·

然

本文一8 7年一2月 2 2 日 收到
.
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项式是 p ‘a) 二 a砂 十加 + c ,

其中
: 、

b
、 ‘ 是待定系数

,

为确 定 这 些系数
,

可设

P (J ‘) = 必 (口
‘

)
,

i = l , 2 , 3

由于 目标函数 必(a )在三个基本点处具有两头高中间低的性质
,

因此这个二次插值多项式也必

然具有二头高中间低的性质
,

由此推知 a > 。,

且二次插值多项式的准确极小点为
a ” 二 一 b/ Za

.

若 1!必(a
书

) 一 P( 护 )jl 毛
: ,

则用
a 釜

作为目标函数 中(a) 满足精度要求的极小点的近似值
.

否则

在四个点 口 , 、 口 2 、 。3 、

砂 中挑选出三个基本点
,

其方法是
:

若 必 (a
器

)) 。(几)
,

则 用 口 :
作

为新的 几
,

而 口: 的左
、

右邻接点分别为新的 爪 和 氏 ; 若 必(扩 )< 必 (a Z )
,

则用
a 釜

作 为 新

的 丙
,

而它的左
、

右邻近点分别为新的 al 和 口 3 .

不管哪种情况成立
,

我们都得到新的三个

基本点 J , 、
口 2 、

函
.

重复这些步骤可求出目标函数满足精度要求的极小点的近似值
.

若
a 签 = 口2 ,

且未满足精度要求
,

可对
a 签

作微小摄动
.

四
、

效 果 分 析

为了说明最优单纯形方法的理论意义和实用价值
,

对 以下三种情况将最优单纯形方法和

单纯形方法进行比较
。

( 1 ) 设 目标函数为

2

(X 一 1 )2

1

X 簇 0

0 < X < 2
,

X ) 2

了
‘

l
尹、

l
一一X

户
十声

如图 1 所示
,

自变量区域 R 中的单纯形为丽
,

其中 A = O
,
丑 = 2

,

因为 f( A )> f( 助
,

由 单

纯形方法知
,

要求下一个单纯形
,

必须求 A 点关于 B 点的反射点 C
,

从而得到下一个单纯形

...

⋯⋯
。
‘

..万..

:

汁金
百

D C X

图 2

丽
.

这样目标函数的真正最优点 D 二 1 被
“跳过去

” 了
,

说明在这种情 况下
,

采用单纯形方

法找不到目标函数的最优点
,

而采用最优单纯形方法就不会发生这种情况
。

(2 ) 设 目标函数为

f(X) 州 X 一 2) 2 , 一 co < X < 十 OO ,

如图 2 所示
,

自变量区域 R 中的单纯形为丽
,

其中 A = 0 , B 二 2 ,

因为 j( A) > f( 刀)
,

山单
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纯形方法知
,

要求下一个单纯形
,

必须求 A 点关于 B 点的反射点 C
,

这时 f( 姓 )) 八C)
,

f( C) > 丈(B )
,

因此必须作压缩运算
,

求出压缩点 D
.

新的单纯形为 反)
,

由于 厂(D )> 厂(刀)
,

要

求下一个单纯形
,

先求 D 点关于 B 点的反射点 E
.

由于 f( D )妻厂(E)
,

且 沂(E) > 厂(B )
,

必须

作压缩运算
,

求出压缩点 F
,

得到下一个单纯形丽
.

反复进行这种运算
,

得 到一个衰 减 的

单纯形序列
.

这样虽然可以求出 目标函数的近似最优点
,

但计算量较大
,

而采用最优单纯形

方法
,

就不会发生这种情况
。

( 3 )
,

设 目标函数为

(X + 2 )
2 ,

1 / 2

一 co < X 毛 O

0 < X < 十 co

r之
.

‘
一一

‘

、声X
几了、

.
于」

如图 3 所示
,

自变量区域 R 中的 单 纯 形 为

月石
,

因为 f(A )> f(B )
,

A = 一 i ,
刀 = 2

.

由

单纯形方法知
,

要求下一个单纯形
,

必须求 A

点关于B, 橄的反射点 C
,

从而得到下一个单纯

形刀乙
,

而 目标函数的真正最优点是在 A 的左

月 ! 石 C X

图 3

方
,

采用单纯形方法永远达不到 目标函数的最优点
,

而采用最优单纯形方法就不会发生这种

情况
.

以上三种情况
,

不仅在理论上而且在实用上都说明最优单纯形方法比单纯形方法好
.

最后
,

我们再用一个数值例子来对比两种算法的收敛速度
。

今以目标函数

f(工 ) = X 全+ X 霆一 i ZX , 一 SX : + 6 2

为例
,

用 10 组不同初始数据 (初始点和步长)
,

分别用两种不同算法
,

并将计算结果 列 于表

1 , 2 (本程序在 v A x
一

1 1八5 。机运行通过 )
.

从表 l 和表 2 对比可以看出
,

最优单纯形方法比单纯形方法 的收敛速度块一倍
.

最优单纯形方法

初始点 步长 迭代次数 最优点 最优位

( 1 2
.

0 0 0 0 0 0
,

( 1 5
.
0 0 0 0 0 0

,

( , 5
.
0 0 0 00 0

,

( 一 5
.

00 00 0 0
,

( 2 0
.
0 0Q0 0 o

,

( 一 2
.
0 0 0 QO0

,

( 1 6
.
0 0 0 0 0 0

,

( 1
。
5 0 0 0 0 0

,

( 一 a
.

0 00 00 0
,

1 0
。

0 0 0 0 0 0 )

1 5
.

0 0 0 0 0 0 )

4
。

0 0 0 0 0 0 )

6
.

0 0 0 0 0 0 )

14
。

0 0 0 0 0 0 )

一4
.

0 0 0 0 0 0 )

一 4
.

0 0 0 0 0 0 )

2
一
习加0 0 0 )

6
·

oQo呷 )

(一 1 2
。
0 0 0 0 0 0

,

一 15
。

印0 0 0 0 )

8
。

0 0 0 0 0 0

10
。

0 0 0 0 0 0

5
。

0 0 0 0 0 0

8
。

0 0 0 0 0 0

10
。

0 0 0 0 0 0

8
。

0 0 0 0 0 0

8
。

0D 0 0 0 0

4
。

0 0 0 0 0 0

8
。

0 0 0 0 0 0

1 1
。

0 0 0 0 0 0

了4

12

2 0

13

18

13

1 1

12

1了

1了

(6
.

0 0 0 4 8 3
,

4
.

0 0 0 7 6 7 )

(6
.

0 0 1 8 5 7
,

4
.

0 0 2 2 8 7)

(6
.

0 1 8 0 3 7
,

3
.

9 9 7 0 4 4 )

(6
.

0 0 0 6 03
,

4
.

0 0 0 o a3 )

(6

(5

(5

(5

(5

(5

。

0 0 0 0 6 0
,

3
.

9 9 9 9 12 )
.

9 9 9 4 2 4
,

3
.

, 9 , 9 8 5 )
.

9 9 9 4 4 6
,

3
.

9 9 8 16 3)
.
9 9 7 4 6 9

,

3
.

9 9 9 1 6 3)
.
9 9 9 4 1 9

,

3
.

9 9 9引 3 )

) 0
。

0 0 0 0 0 0

1 0
。

0 0 0 0 OD 3

1 0
。

0 0 0 3 2 8

1 0
。

0 0 0 0 0 0

9
。

9 9 9 9 9 5

1 0
。

0 0 0 0 0 0

10
。

0 0 0 0 0 0

10
。

0 0 D 0 0 4

9
。

9 9 9 9 9 6

9 9 2 1 9 2 0 0 0 0 6 5;补入旦烫叉q分夕⋯
10. 〔
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表 2 单 纯 形
·

方 法 ;

“
‘

· :

初始点 步长 迭代次数 最优点 最优值

�匕门‘�了49
‘J�匕�J222今

乙乃匕2
‘�
2

扒

( 1 2
。

0 0 0 0 0 0
,

10
。 0 0 0 0 0 0 )

( 1 5
. 0 0 0 0 0 0 ,

1 5
.

0 0 0 0 0 0 )

( 一 5
.

0 0 0 0 0 0
,

4
.

00 0 0 0 0 )

( 一 5
.

0 0 0 0 0 0 ,

6
.

0 0 0 0 0 0 )

( 2 0
. 0 0 0 0 0 0

, 1礴.

0 0 0 0 0 0 )

( 一 2
.

0 0 0 0 0 0 ,

一 4
.

0 0 0 0 0 0 )

( 1 6 .

0 0 0 0 0 0
,

一 4
.

0 0 0 0 0 0 )

( 1
.

5 0 0 0 0 0
,

2
.

9 0 0 0 0 0 )

( 一 8
.

0 0 0 0 0 0
,

6
. 0 0 0 0 0 0 )

( 一 1 2 。

0 0 0 0 0 0
,

一 15
.

6 0 0 0 0 0 )

8 。0 0 0 0 0 0

10 。

0 0 0 0 0 0

5
。 0 00 0OQ

8
.

o0 0 0bo

10 。

0 0 0 0 0 0

8 。
0 0 00 DO

8 。 0 0 0 0 0 0

4
。

0 0 0 0 0 0

8 。

0 0 0 0 0 0

1 1
。

0 C0 0 0 O

( 5
.

, 9 8 0 9 7 ,

3
.

9 9 7 3 6 9 )

( 5
.

, 9 7 0 7 1 ,

3
.

9 9 7 9 14 )

(5
.
9 9 7 9 2 0 ,

4
.

0 0 3 2 3 5 )

( 6
.

0 0 5 9 0 5
,

3
.

9 9 7 9 了2 )

( 6
. 0 0 16 5 ? ,

4
.

0 0 0 6 7 8 )

( 6
. 0 0 4 3 3 4

,

3
.

o 9 7 a o o )

( 6
.

0 0 2 9 4 5 ,

3
。

9 9 8 6 e 8 )

( 6
.

Go 19 2 1 ,

3
.

9 9 7了3 0 )

( 6
.

0 0 0 了5 9 ,

4
.

0 0 4 0 5 6 )

( 6
.

0 0 2 9 4 4
,

3
.

9 9 8 4 2 5 )

旧
。

0 0 0 0 0 8

10 。 0 0 00 11

! 0
。 0 0 0 0 1 5

10 。

0 0 0 0 3 8

10
。

0 0 0 0 0 4

10 。0 0 0 0 了9

10
。0 0 0 0 0 8

了O
。 0 0 0 0 0 8

) 0 。 0 0 0 0 2 3

10 。

0 0 0 0 0 8
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