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以应力函数导出细长开口薄壁

圆管的扭转应力

梁 文 风

5梢密机拔工程系7

摘 要

承受载荷的
。

创铸;
,

山 厂薄使、是性的 炸用而引起其分 <斤的复杂比
1

木文犷之应力函数而沈 乙 导 出

细长刀
二日薄壁 圆管厂<勺扭转剪应力

,

以其 近以的以力
、

内力公式
’歹=>?

≅

少近似的沛壳理 Α扮 呆一叉
1

一
、

细长开 口薄壁圆管的扭转剪应力

�
1

扭转剪应力 几
。

在 自山扭转的条件下
,

由弹性力学等截面直杆的扭转理论得

,
’

甲 二 6
,

中
, Β � Χ

5 ! 7

5 Δ 7

5 Ε 7

友力分

神即神叙一一一上一一
/却

从薄膜比拟的分析指出
,

在横截而距离开 日端弧长 5壁厚中心线 7大于Φ Γ的区域
,

布与极坐标的极角∀无关
,

只与极径
Η
有关

,

现以极坐标表示式 5  7
、

5 Δ 7
、

5 Ε 7得

Ι
Φ , Β

5斋
ϑ

;矽刃 十 弄箭7
、 二 6

,

因应力分布与极角 :无关
, Α

玫
十

Κ脚
、 Β ‘

,

二 Λ侧
, 二 , ; “ �,

5 Μ 7

5 4 7

Ν
� �

以� !百吸、∀
�

二
�

叨 甲#

如 图 ∃ 所示可得

本文 ∃ % & &年 ∋ 月 ∃∃ 日收到
�



第  期 以应力函数导出细长开口 薄壁圆管的扭转应力

/;
夕 Β
丫

; 童
二
ϑ 丁

Β

挥扑
’
ϑ

5瓢
Β 。Ο9 Π一叹

十竺丝 镖一
∀ 丁 / 口 #

一
切Η口

乃∀

Β 6Π. 夕
ΘΟ 9 夕 口切

,
一

!口

(

。一即即
一欲

将式 ) ∗ + ,代入式 ) ∗ − ,得
· . , 二

辛
�

取应力函数为
/ 0 「

, 1
/ 1 、 ,

几1

毕 一 丁 2 气3
一 , 工 4

一
卜 一 4

“ “ ’5

又

一 6 2

7 1

争∃

,
‘’

5 ”‘一 ‘“ ·’

〕
,

) ∗ − ,

‘ ∗+ ,

) 8 ,

) & ,

式中
, 辛为应力函数

∀ 0为常数
∀ 7
为极径 )图 ∃ , ∀ 6 2

为薄壁管内半径 ) 图 ∃ , ∀ 几为薄 壁 管 外

半径 )图 2 , , 衬为管壁厚中心线半径 )图 ∃ , ∀ 9为管壁厚度 )图 ∃ ,
� 一

’
:

将式 ) & ,代入式 ) ; ,和 ) ∋,
,

知能满足其等式的要求
,

故式 ) & ,为薄壁管扭转时的 应 力

衬几数
。

<力式 ) 8 ,得剪应力

= 争气
一

巨
一

协
工 ) > ,

1
�

几 。的近似公式

如图 ∃ 所示
, . ∀  ? 一 94 1

, 7 !  ? ≅ 94 1 , 7  刀 ≅ 乙
,

代入 式 ) > ,得

,、��Α

9一
。。

9Α ,‘
∃

丫
一?一

· . ,  

号仁
1 ‘“ 十 ‘’ :

) ? ≅

令
,
’ 一 ) “:

、、Α4!9
一

丫Β
∃ ≅

万

) ? ≅ ∀ ,‘
·

)

9

?

尸一

‘

、��产

之?
一

9尸
5乙‘几

,

一
。

一∃一∃
4口�、

乙?
) ∃ ≅

9一?2一Χ

十
) ‘≅

异
, 1

Β
一

1

乍

,了Δ?
≅

0 ?
Α�∃

护�产�、‘一

,Α��

一�

0 ? 厂 乙
二 八 ∃ ∃ 十 式

:

一

—乙 仁 找
一 2 十

)汀烤
一

)
1

汀
≅ ⋯

ΕΦ
∃

≅

告)六,
‘

)卜育,
≅

夸). 份,
‘

)
‘ ≅

旁,
≅‘

一?



Ρ Δ 华 侨 大 学 很 � 3 : 3年

7
之 6“

,

5 � � 7

卜了,
1

!了一

,�一
‘�土一

一知
Δ‘?

·
一≅了‘�、‘

一

?
>自ΓΗ?一

1

‘一?
≅

≅Ι∃)2一?一、
�

0一.
��

式中
,

省为由中心 线起计量的径向坐标
�

因 ) 24 ! ? , 《∃ ,
)酬 ? , 《 ∃ ,

在计量过程中可略 去 高

阶微量
。

式 ) ∃ % ,指出
,

剪应力沿壁厚近似于线性变化 )图 1 ,
。

, 4

羚口 护

匕;口

叹

Χ
。

常教0 的确定

常数0与外加的扭矩6有关
,

由剪应力
. . 。

对 圆管中心取 妇
一

呈得

6 二 1 ·

〕
,

,八
一“7 之 1·

Φ
一 , 4 1

‘“ ·“,
’

卿“二‘犷
6 之

.ϑ:Α !

汀0 ? 9 Χ

Χ
) ∃ 2 − ,

0 之 ) ∃ 2 + ,�

6一改
尸Α一?0Κ一了

;� 6 . 。

的最大值

6一 ’
Λ

一 〔一“一
之 仁Η“〕.

二 <

一
Η

合
 

号
6
了 ? 艺“

故 . , 。

Μ/
,

二
/

互
一 /

互
1 叮 允之

艺 � ) ∃ 1 ,

二
、

沿管壁厚度剪应力的合力

将剪应力
‘ . ,

向半径为? 的中心线简化成为一个单位弧长
/

以ΝΜΑ 扭矩Ο
二 ,

和单位弧 民上 的 剪

力Π
二 ,

) ∀ 一 ? , 丁
. 。 ∀ Θ口Θ了

尸Θ Ρ

一

汀
7 ) 7 一 ? , 丁

∀ 。
Θ了

77

‘

3
Α

一一月卜人

Α�2
�
月�

/

2 「
,

5
/

Σ 、 ,

。 Σ 。 、

。 Σ 二 Σ

忘 。 2 吸八 ≅ ‘八 八 ≅ 马一 八 , 七 ‘Τ 白  
∃ 、 Α 一 止4 1

6

; 汀尺

Ο
二 。之

8
、

; 汀?
� ) ∃ Χ ,

同理
泊

<
Α

Ν?
一一Π

. 。  Α
7 ! . . , ,寸日Α 7

? Θ 白

6

; 汀 ?
!

Π
. 。怎

/
�

∃ 厂4 “
,

。
�

, 、
。 。 , Σ

, ‘“ ”“ 子 心 刀 Α
一 ‘4 1 吸八 十 ‘’七 ‘“‘ 

6

; 兀 ?
1 � ) 2

一

∃ ,

式 ) ∃Χ ,和 ) ∃ ; ,指出
,

细长开口薄壁 圆管的外扭矩 6正比于截面壁厚中
Α

合线单位弧长 上的内力

扭矩Ο
. �

和剪力Π
. , 。



第 � 期 以应力函数导出细长开口薄壁圆管的扭转应力 Ρ Ε

三
、

与初步近似薄壳理论比较

在相同条件下
,

按初步近似薄壳理论得

肛
二。 Β

/

Μ 兀∃
5 � 4 7

%
; , Β

/

Μ汀 ∃
Φ ’ 5 � Σ 7

式 5 � Ε 7 和 5 � Μ 7 各与初步近似薄壳理论的式 5 � 4 7 和 5 � Σ 7 吻合
1

参 考 文 献

〔工〕徐芝纶
,

弹性力学 5上
、

下册7高等教育出版社 5�3 : 4 7
1

〔Δ 〕钱伟长
、

叶开沉
,

弹性力学
,

科学出版社
,

5�3 : 。7
1

5Ε〕幻
1

)
1

雅根著
,

浙江大学力学教研组译
,

开口 薄壁杆件的弯扭变形
,

〔Μ 〕黄克智等编著
,

板壳理论
,

清华大学出版社
,

5� 3己Ρ7
1

〔4〕Τ Π Η  Υ
,

∋
1

.
1

ς
1 ,

ΩΠ  Ξ 9 Π Ψ Ο 8  . Γ Η Υ Θ Θ Ο且 ( ΟΗ Θ Γ & Ζ Ζ Η Π 2 ΟΨ 8 Γ Ο Π 9

Ν Η ΟΥ 8  Θ [ Υ   。
,

∗
∴ 8 Η Γ

1

!
1

Τ Υ Υ [
,

8 9 Ν & Ζ Ω +
1

Τ
8 Γ[

1 ,

Δ 4
,

Η5� 3 Ρ Δ 7
,

高等教育出版社
,

5�3 4 Σ 7
1

/ [ Υ Π Η Ξ Π = 6 ΟΗ Υ ∴  8 Η 6 Ξ Ο9 Χ

�Ε一Μ Ε
。

ς Η ΟΙ Ο9 ] / [ Υ / Π Η ΘΟΠ 9 8  . ΓΗ Υ ΘΘ Π = 8 . Υ 9 Ν Υ Η .  ΟΓ / [ Ο9
一

⊥
8   Υ Ν

∃ Π ∴ 9 Ν / ∴ _ Υ ⎯ ΟΓ[ . ΓΗ Υ Θ Θ ( ∴ 9 Υ ΓΟΠ 9

∋<8 9 ] ⊥
Υ 9 =Υ 9 ]

&_ ΘΓ Η8 Υ Γ

/ [ Υ  Π 8 Ν Υ Ν Θ [ Π   Θ [ Π ⎯ Π ΟΓ Π Υ Π Ψ Ω Υ 2 ΟΓΞ Ο 9 8 9 8 ΞΘ ΟΘ Ν ∴ Υ Γ Π Γ [ Υ Υ == Υ Υ Γ Π = ΟΓ Θ

Γ [Ο 9 从8   8 9 Ν = Υ 2 Ο_ Ο  ΟΓΞ
。

α Ξ Ψ Υ 8 Η Θ Π = Θ Γ Η Υ Θ Θ =∴ 9 Υ Γ Ο Π 9 , Γ[ Υ Γ Π Η Θ ΟΠ 9 8  Θ Γ Η Υ Θ Θ Π = 8

Θ  Υ 9 Ν Υ Η Θ  ΟΓ Γ[ Ο9 一 ⎯ 8   Υ Ν Η Π 一β Π Ν Γ ∴ _ Υ ⎯ 8 Θ Ν Υ Η ΟΙ Υ Ν Ο 9 Γ [ ΟΘ Ω 8 Ζ Υ Η Θ ΟΨ Ζ  Ξ 8 9 Ν Η 8 ΩΟΝ  Ξ ,

8 9 Ν Ο ΓΘ 8 ΩΩΗ Π 2 ΟΨ 8 ΓΥ =Π Η Ψ ∴  8 Θ Π = Θ Γ Η Υ Θ Θ 8 9 Ν Ο 9 Γ Υ Η 9 8  = Π Η Υ Υ Θ Υ Π Ο9 Υ ΟΝ Υ ⎯ ΟΓ [ Γ[ Υ

Η Υ Θ ∴  Γ Π = Γ [ Υ Ω Η Υ  ΟΨ Ο 9 8 Η Ξ 8 ΩΩΗ Π 2 ΟΨ 8 Γ Υ Θ [ Υ   Γ[ Υ Π Η Ξ
1


