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有优先权可修系统的可靠性计算
吴 道 明

/应 用 数学系2

摘 要

本文介绍可修系统中
,

主部件在工作和维修上具有优先权的系统可靠性计算 : 求得某些常见系

统可靠性指标计算公式
、

以便实际应用
;

引 言

在可修系统中
,

常有主部件 / 或主机 2 和副部件 / 或备用机 2 之分
,

主部件对系统可靠

性影响起着重要作用
;

因此
,

考虑主部件在工作和维修上具有优先权 /强 占型 2 的地位
,

对

提高系统可靠度是有意义 的
;

主部件具有工作优先权
<

如贮备系统
,

当主部件故障修理时
,

由副部件代替工作
,

一旦主部件修好转入工作状态
,

副部件则 中止工作
,

转入备用状态多 具

有维修优先权是
<

若主部件发生故障时
,

在修副部件立即中断修理而转入待修状态
,

修理工

即去修理主部件直到修好正常工 作
,

再继续修理副部件
;

此类可修系统在实际中是常见的
,

本文介绍它在稳态下的可靠性指标的计算方法
;

我 们的处理方法
,

是假定构成系统各部件的寿命分布和故障后的修理时间分布均为指数

分布
,

仔细定义系统的状态
;

这样
,

系统可以用马尔可夫 /= < >?3 石 2
一

过程描述
,

从而求出

稳态下系统的可靠性指标
。

二
、

表决器维修有优先权的匆拜/母2系统
‘

≅ ”
’

〕 玉 气 一
、

4 几 又玉Α

系统 由
,
个同型部件

,

一个表决器和一个修理工组成的Β厅少2系统 /图 8 2
;

假设
<

一
/ 8 2 系统有 / Χ 一 Β 十 8 2 个以士部件发

刁
Δ

生故障
,

系统就故障
。

当表决器发生故障时
,

系统立即故障
;

仅当系统有 Β 个以上部件正常

和表决器正常时
,

系统才正常
。 Δ

/ Ε 2部件寿命和维修时间分别遵循 参数

入和那的指数分布
,

表决器的寿命和维修时间
’

分别遵循参数
Φ 和 刀的指数分布/入

, 产, Φ ,

刀

Γ ! 2
,

且它 们都相互独立
。

图 8 表决系统

Η 2 一且系统故障
,

好的部件和表决器暂停工作
,

不再发生故障
,

直到系统重新进入

本文 8 � 9 Ι年8Ε 月9 日收到
;
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运 行状 恋
<

/ � 2 表决器在修理上比部件有优先权 / 强 占型 2
;

试求系统的稳态可用度
、

稳态故障

频 度和平均指标
;

可这样定义系统状态
;

状态 ! < Χ
个部件及表决器都正常工作 :

状态 ϑ
<

Κ个部件故障 / 8 成了簇 < 一 Β Λ 8 2
,

表决器正常
:

状态 / Χ 一 Β Λ Ε Λ ϑ 2
<

ϑ个部件故障 / Μ 簇 ϑ镇 < 一 Β 2
,

表决器故障
;

此时
,

系统的状态空间为, Ν
Ο Μ , 8 ,

⋯
, Ε < 一 ΕΒ Λ Ε Π

: 系统正常运行状态集合为Θ Ν

Ο 3 , ∗ ,
⋯

, Χ 一 Β Π , 系统故障状态集合为∋ Ν
Ο

Χ 一 Β Λ 8 , < 一 Β Λ Ε ,

⋯
, Ε < 一 ΡΒ Λ Ε Π

;

由

于系统为 ΒΑΧ / Σ 2 系统
,

一个修理工
,

表决器维修为强 占型的优先权
,

故系统状态只有 /Ε “

一 ΕΒ Λ Η 2 个状态
,

其它状态不存在
;

令 Τ /≅ 2 Ν 声为时刻 ≅ 系统处于状态 厂/Υ’ Ν 。, 8 ,
⋯

,

。 一 Β
,
⋯

,

ΕΧ 一 ΕΒ Λ Ε 2
,

因部件及表决器的寿命和修理时间均服从指数分布
,

具有无记忆

性
,

可以证明
<

随机过程 Ο Τ /≅ 2
, ≅2 3 Π是一个齐次马尔可夫过程

;

若 已知 Τ /≅ 2 Ν Κ/声Ν Μ,

8 ,
⋯

, Ε ” 一 ΕΒ Λ Ε 2
,

部件及表决器寿命分布和修理时间分布是指数分布
;

因此
,

时刻 ≅ 以

后系统发展的概率规律完全由时刻 ≅ 系统所处的状态 Κ/ ΚΝ 3 , 8 ,

⋯
,

ΕΑ4 一 ΕΑ’ Λ Ε 2 决定
,

而与

系统在时刻 ≅ 以前的历史无关
,

说明 Ο Τ /≅ 2
, ≅2 ! Π在状态空问, 中具有齐次性

;

对此马尔可夫过程
,

由全概率公式可求得在 △≅ 时段内不同状态转移的概支 / 图 Ε 2
;

札义乙七 /愧
一
42入‘≅ /妙 42入泊七 沐2

、
吞七

图 Ε 状态转移图

>, , , Λ , /△≅2 Ν /< 一 萝2认△≅ 汽
一

Μ /% ≅2
,

ΚΝ ! ,

>, , , 一 8
/△≅2 Ν 召△≅ Λ Μ /△≅2

,

厂Ν 8 , Ε ,

> , 。/△≅2 Ν 8 一 /, < 一 Κ2入△≅ 一 召△4 一 Φ△≅ Λ 3 /△≅2
,

>, ,

卜
ς Λ Ε Λ , /△≅2 Ν Φ △≅ Λ Μ /△≅2

,

Υ’Ν !, 8 ,

>卜 , Λ Ε ς , ,
一

 /△君2 Ν 刀△≅ Λ Μ /△≅2
,

声Ν Μ , 8 ,

户一
、Λ Ε 十 < , , 一 、十 < Λ ,

泛鱿2 Ν 8 一 刀八杆 。/么户
,

艺
, 3 , 3

/么≅2 Ν 8 一 刀入% ≅ 一 Φ △6 Λ !/八6 2

>
。 一 ς 、 , , , 一 、 Λ :

/△≅ 2 Ν 8 一
,△≅ Λ Μ /△62

>
< , 、

/△≅ 2 Ν Μ /△≅2
,

Π声一 Β 4Γ 8

从而得转移概率矩阵为

,

刀 一 介 Λ

Χ 一 Β

了Ν Υ
一

, Ε ,
⋯

, : 6 一 无

ΕΕ 一 左

儿 一 Β

<了一 沦

标振人人
一一再
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其中
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Ω

一Χ 入一 Φ Χ 入

一 /龙 一 8 2入一 拜一 Φ

对

Μ

!

Μ Ξ

/Χ 一 8 2入
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八8 8

一林 一 召一 Φ Β入
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)

− %一2
. ) , − ,卜2

. ) ,
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!

火
、

∋1
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洛
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口 � 1 − % 一2 . ( , −九一2

. / ,

3夕 ”

‘ /) 一

⋯丫三
气 � �

3
− ∃ 4 、

. ) , − 。4 5
十 ) ,

+口
! 。!。

%�八∀∃
。
八∀

⋯
互一、

一刀 ⋯
− 。4 、

十
) , − , 4 、

5 ) ,
刁矛%甘⋯
几“0卜(

&

)
)火

一一一一‘!人心妇6‘,7∗∗

⋯ 节

侧系统处于状态 8的概率9, −: ,满足微分方程组
∃

−9, ; − :,
,

9
‘) − : ,

,

⋯
,

9
‘/ , 一 <2 十 / − :, , 二 −9; − :, = 9∃ − :,

,

⋯
,

9∃ 。 一 ∃ 5 . ∃ − :, , ∗

当 : ” ++ 时
,

系统将达到稳态平衡
,

式表达 ))) ∃

> 8? 9, − :, ≅ 兀 ,

召
,

心!

且

使得系统处于每一状态都有一确定的稳态概率
,

− ) ,

甩数学

− �毛 8 − < % 一 <2 . / ,

/ ” 一 / 七 . /

习
万 , ≅ )

可 以证明川

(8(%
、

9
‘ , − :, ≅ � , 〔Α

‘今 Β;

于是
,

由微分方程组 − ) , ,

厂−肠
,

殉
,

< % 一 /七 . /

两边对 : 、 Β; 取极限得为 − 了任刀 ,
,

满足线性方程组

⋯
, 兀/。 一 / 。. ∃ , ∗ ≅ �

,

,
、
一

3 艺
“ , 一 (

、 李云+

方程组用分块矩阵方法求解
,

即得
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/刃
, % ∗ , Λ 刀

Ρ % 3 4 ,

刀 % < Ε Λ 汀
Ε 人Ε Ε

2 二 !

万
, 二 /二

。, 二 , ,

⋯
, 二 < 一 、 、 ,

2
,

万
< Ν /不

一、 二 Ε ,

⋯
, 汀 Ε 。 一 Ε 、Λ Ε ;

由万
, % 工< 十 刀 Ε % Ε < Ν ! 得

/汀
。,

⋯
, 万 , 一 、

2%
‘ , Ε “ /汀

, 一、 ς Ε ,

/万
, Ζ 。 十 Ε ,

⋯
, 刃 Ε , : 一 Ε 、Λ Ε 2 Ν /万

。, ;’;’;’’
赴

, < 一 Ε 、Λ Ε
2 /一人

Ε
2

万 。 一 、
2%

’
4 <
/一人 Ε 2

一 ‘

/兀
。 一 、Λ Ε ,

⋯
, 汀 Ε 。 一 Ε 。十 Ε

2 Ν Φ

一 咬万 Μ,
’

“ ,

夕

万
。 Ζ ,

2 / Ε 2

将式 / Ε 2 代入方程汀 : % , , Λ 88
Ε % Ρ : Ν Μ 得

一
Α

一 Χ 入万。 Λ 声4万 8 Ν Μ

’

Χ 入万。一 子6刃 , 一 /刀 一 8 2久万
, Λ 产厂 Ε Ν Μ

一/Χ 一 了一 8 2入刃 , Ζ 4 一 声,万、 一 /Χ 一 万2久万
, Λ 召厂 , Λ : Ν !

Π 机 厂
。 Ζ Β 一 拜兀

二 Ζ Β 十 4 “ !
Ξ

由二觉/ Η 2
、

/ Ε 2 解得

/Κ簇 刀 一 Β 2 / Η 2

尤入
万 4 Ν

一 一 汀。

召

/ϑ毛 < 一 无、
一

力Χ∀万

, 
、、; Α二 , Ν Ε Ε/ ΙΕ 一 8 2⋯ /一 、

一

卜 42

/
Δ

召

Φ
丫。 一 ‘、

一

Ε Ν 一 厂 。

户

Π

二
Δ ·· Ε

一扮
/刀 一 ‘, ⋯ ‘Χ 一 ‘· ‘,

/
一

又
一

2
’

肠
/8镇 ϑ燕 刀 一 七2

Ρ Χ 一 Ε七 Λ Ε

又白 艺
”‘ Ν ‘拐

了Ν Μ

二。 二

「/
8 Λ 一

粤
一

、/
8

& Ξ 尸
Α Ξ

月 一 奋

一

卜

艺
” /’了一 ‘2;;;

/一 , · 42

/<
一

户
/一 < 2⋯ ‘

/
一

2
” 一 ‘十 ’

2Ο
一 ’

了Ν 8

故街系统的可用度

“ Ν

补
Ν

卜
·

乡
Ε

一 ,

一
厂斗一 2灸

一

川
一

系统的故障频度

尹
,

介

4少

二 了孙
,

几
,

日Χ0
0

∀
气 Χ八了入

≅

〔#−
) .

分
−一 ) , ⋯ −一 , · ) ,

−贵,,,.
Δ 二 )

% − 趁 一 ) ,’ 一 Ε

(乙
” 一‘

一

兰Φ
∋ 。

系统平均开工时间 Γ ∀ Η 二 ∗ 1 Γ
Ε 系统平均停工时间 Γ Ι Η 二 河1 Γ

二 − )一 且, 1 万 Ε 系厂
,

匀周

期 Γ ϑΗ ≅ (1 甘
!
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三
、

有优先权的两部件并联系统

系统 由二个不同单元即主单元和副单元并行工作及一个修理工组成
;

主单元比副单元具

有优先权
;

假定主单元寿命服从指数分布8 一 ‘一 “ ‘

/≅2 Μ , Φ Γ Μ 2
,

修理时间分布为 8 一 。一声‘/≅2

3 ,

刀Γ 32 , 副单元的寿命分布为 8 一 [ 一孟‘
/≅2 3 ,

入Γ 3 2
,

修理时间分布为 ϑ 一 [ 一 ’‘

/≅2 3 , 产Γ 32

单元之间工作是相互独立的
。

求系统稳态下可靠性指标
,

这样定义系统状态
<

状态 ! < 主单元及副单元都正常工作 ,

状态 8 < 主单元工作
,

副单元故障在修理 ,

状态 Ε < 副单元工作
,

主单元故障在修理 ,

状态 Η < 主单元在修理
,

副单元待修
;

此时
,

状态空间, 二 Ο Μ
, 8 , Ε , Η Π

,

平 二
内

, 8 , Ε Π
,

∋ Ν Ο Η Π
;

由系统并联
,

一 个 修

理工
,

主单元维修有优先权 / 强 占型 2
,

故系统只有上述四个状态
,

其它状态不存在
;

定义 ∴ /]2 Ν Κ
,

为时刻 ≅ 系统处于状态 Κ/ϑ Ν 3
,

8
,

Ε
,

Η 2
,

显然
,

Ο Τ /≅2
, ≅2 3 Π 是一

个随机过程
,

由单元寿命及修理时间分布都为指数分布
;

具有无记忆性
;

可以证明
<
Ο ∗ /≅ 2

≅2 ΜΠ 是有限状态空间,上的一个齐次马尔可夫过程
,

对此马尔可夫过程
,

考虑 △≅ 时段内不

同状态间的转移概率如图 Η 所示
;

按前节的方法
,

由全概率公式可以算出各状态间转移概

率
,

其转移概率矩阵为

厂一入一 Φ 入 Φ

一Φ 一 产 Μ

Μ 一久一刀

刀 Μ

召刀一一%

一
刀 Ο

Α

系统各状态的稳态概率分布 Ο 二
,
Π 满足 以下线性方程组

图 Η 状态转移图 Ο
/万。

, 兀一, 万 Ε , 万⊥ 2% 二 Μ

了。 Λ 万6 Λ 万 < Λ 万Η 之 8

Α
Π军

8 二

解得

义/入十 Φ 十刀2
召/入十 刀2

一兀 。

万Η Ν

入千刀万 。

入Φ /入Λ Φ Λ 刀Λ 那2

声夕/入Λ 刀2

解 /乳Λ 刀2
入Φ /入Λ Φ Λ 刀Λ 拜2 Λ 君/入Λ Φ Λ 刀2/入Λ 升2

⋯__
Ω
,,
;

、

系统可用度
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% 二 介 Λ 而 Λ 汀 Ε Ν

系统的故障频度

刀/久Λ Φ Λ 闷、/ Ε Λ 6才2

入Φ /入Λ Φ Λ 刀Λ 那2 Λ 刀/入Λ Φ Λ 刀2 /入Λ 那2

叮 二 < 为 十 入脚
汾刀/久Λ : Λ 召Λ 442

脉 /入Λ Φ 十 刀十
,艺, 十洲

八 Λ Φ 十 户2 /入十川

= ⎯ 0 Ν

二
冬8

α 2 Λ Φ Λ 尸2了天Λ 夕2
人Φ/ Ε Λ Φ Λ 刀Λ 川

= β 0 Ν 月Α =
二 丫月

入∗10 Ν 恤 /
,

Λ Φ Λ 口Λ 心 十 刀/入礴
一

二 十 户 /入十 Α≅2

川月/入、
一

Φ Λ 卢Λ 刃

四
、

有优先权的两部件热备系统
补

系统 由两个不 同型讹件和一个修理工组成‘ 主部件 比副部件具有优 先 权
,

主 部件工作

时
,

酬部件贮备 : 当主部件故障维修时
,

副部件代替工作
,

一旦修好转入工作状态
,

副部件

则中断工作转入备用状态
: 当主部件故障需要维修时

,

在修副部件即中断维修转入待修
,

让

修理工立即转修主部件
,

直到修好正常工 作后再续修副部件
;

假设主部件寿命分布为 8 一 。一 “ ‘

/≅2 。
, “ Γ 3 2

,

修理时间分布为 4 一 。一声‘

/≅ 2 3 ,

厅Γ 。2
,

副部件贮备时寿命分布为 8 一 。一 ’ Ε ‘

/≅

2 Μ ,
入
Ε

Γ 3 2
,

工作时寿命分布为8 一 。一 人 8 ‘

/< 2 。,
少

4

Γ 3 2 维修时间分布均为 8 一 < 一 户 ‘
/≅异。

,

产Γ Μ 2
;

部件工作是相互独立的
;

按第三节的处理方法
,

如 下定义系统伏态
<

状态 。 <

主部件工作
,

副部件贮备
,

均为正常 :

状态 8 <

主部件工作
,

副部件贮备失效在维修 :

状态 Ε <

副部件工作
,

主部件失效在维修
:

状态 Η <

主部件在维修
,

副部件待修
;

根据系统定义
,

其它状态不存在
;

此时
, , 二

Ο 3 , 8 , Ε , Η Π
,

Θ Ν Ο 3 , 8 , Ε Π
,

∋ 二

Ο Η Π
,

令 ∴ /]2 Ν Κ
,

表示时刻 ≅系统处于状态 Κ Ο Κ二 3 , 8 ,
Ε

, Η Π
;

可 以证明
< Ο Τ /≅2

, ≅2

3 Π是齐次马尔可夫过程
;

按这个系统运行过程 易求得在%≅

时段内系统不 同状态的转移概率 / 图 � 2
,

转移矩阵为

一久Ε 一 Φ 久Ε

一Φ 一 召

Φ !

! Φ

Μ 尽

一久, 一刀 天,

! 一
口

系统各状态的稳态概率分布 Ο 二
,
Π满足如下线性方程组

/万。
, 万 : , 万 Ε , 万⊥ 2% Ν Μ

兀。Λ 万ϑ Λ 万Ε Λ 万Η 二 8

召八户
一一%

Ο
图 � 状态转移图

解得

’

有优先权的两部件冷备系统在文〔8〕中已求得计算公式
;

更复杂的情形类似可以分析计算
,

只是计算复

杂而已
;
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