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工 件 圆度 误 差 的 数 学 描述
、 、

及 计 算 机 数 据 处理
陈 宝 珊

(精密机械工程系 )

摘 要

本文给出了工件圆度评定系统参数的严格数学定义 ; 提出了圆度评定数学模型
;

讨论了数学模

型解的存在性及唯一性 ; 研究了一种新的计算机处理方法
,

结果表 明
,

其处理精度令人满意
.

一
、

问
‘

题
二

的
一

提 出

、

主轴回转误差 圆图象和圆度仪测量工件得到的形状误差 曲线是在同一平面上的不 规则 圆

图形
.

15 0 标准规定了实际圆图形和理想几何图形以最小条件接近的圆度评定方法 (G Bl l 8 2 -

8 0 )
,

该评 定方法的基本思想是设法找出参考图
,

然后根据 参考图求出圆度值
.

目前通 常使

用下列四种参考圆
:

( 1 ) 最小二乘图
:

写轮廓酣线采样点极坐标距离的平芳和为最小的圆 (图l a
)

.

( 2 ) 最

小外接 圆
:

包容轮廓曲线且直径为最小的圆
‘

(画丫幻一 < 3 ) 最大内切圆
:

轮廓曲线所包容的

最大直径的圆 ( 图1c ). ( 4 ) 最小区域圆
:

‘

包容轮廓曲线 巨半径差为最小的两个同心 圆 ( 图

l d )
。

小必
(a 、 ( b)

牵
子

伞
图 1

对于这四种参考圆的评定
,

通 常使用的方法是将误差曲

线放大
,

然后用 同心圆母板或圆规作图求得圆度误差值
.

由

于在作放大的误差曲线时被测圆图并不是真正按等 比 例 放

大
,

因此放大的误差曲线与被测的真正圆图形既不相等也不

相似
。

当选定的测量基准中心 与实际评定中心不重合时
,

由

它算出的圆度数值将不等于正确的圆度误差值
,

而是随着所

选用的基础圆直径大小和放大倍数大小的变化而变化
。

文献【1 ]提出一种提高评定精度的方法
,

该方法是将误

差曲线放大通过不断试凑求出评定中心从而得到圆度值 的
.

这种方法效率低
,

精度也受到不断试凑的限制
。

文献【2 ]提

本文 198 了年、月4 日收到
.
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出一种评定圆度误差的解析方法
,

作者发现
,

该法并不能给出满足最小条件的圆度误差值
。

文

献〔3 〕提出一种圆度误差评 定的什算机方法
,

该方法仍然是程序化的试凑法
。

为了提高测量精度和数据处理精度
,

其中必然涉及到复杂的数学问题
.

为此
,

本文首先

研究 了评定中心及各种参考圆的严格数学定义
,

给出圆度评定的数学模型
,

然后讨论了其解

的存在性及唯一性
,

进而提出一种新的处理方法
.

二
、

圆度评定系统的数学描述

设尸 ( 2 维欧氏空间 ) 中
,

A (x
, , )表示 以 “

为圆心
、 ,
为半径的参考圆

, : 是边界为轮

廓 曲线万的内部集合
,

L (P)

定义
。

定义 1 设 x 。

具有性质

L 「A (x 。
,

表示集合p的欧氏测度
,

我们给出误差评定系统的几个严格数学

: ) 门s
]
二 m a x

{ L [A (x
, r ) 二 s〕}

戈

称
x 。
为轮廓 曲线万关于半径为

, 的参考圆的评定中心
.

定义 2 若
x 。

为最小外接 圆评定中心
, : 。

为最小外接 圆半径
,

△满足

△ = : 。 一 m a x

{
:
IA (x

。, , )二 s
}

称△为以最小外接圆为参考圆的圆度误差
.

定义 3 若 x 。

为最大内切圆评定中心
, : 0

为最大内切圆半径
,

△满足

△ = n l I n

X 。

{ m in
〔
:
IA (x 。, : )。 s ] 一 ; 。

}

称△为以最大 内切 圆为参考圆的圆度误差
.

定义 4 若、 。、 : , n

和
x 。满足

丁
犷’

、A

。一 r。 = m i n
{ (: : 一 : ;

) }A (x , , 2
) . : ,

A (x
, , )〔 :

}

(x o , , 1 0 ) c s ,
A (x 。

, , 2 0 )D s

△满足

△ = 犷2 0 一 了: 。

称A (x 。
, : : 。

)为最小区域内圆
,

A (x 。
, 八 。)为最小区域 外圆

, x 。

为最小区域圆评定中心
, △为

以最小区域圆为参考圆的圆度误差
.

根据定义 l 至 定义 4
,

可 以给出圆度评定的数学模型
.

假设对于某一基准中心采样实际

轮廓曲线得到一系列极坐标点 (头
, 九)

,

把它表示成直角坐标形式
:

{
X ‘= 1 ‘C咤万口‘

= l , 2 -

一 N

万‘ = T ‘Sm 口 ‘

存在一参考圆A (x
。, : )与轮廓曲线包容的集合的交集不为空集 { A (x 。

,
约 n : 年功}且 x 。〔 : ,

R =
往X 一 x 。 1}

代入 X == (x
‘, 夕‘)

r , x 。 = (x
, 刀)

T
(

( 其中 】l x 一 x 。
}}表示范数 )

右上角的T 表示转置 )
,

则
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-

凡牙 「(x
‘一劝

’ + (yi : 好
,
〕
丁

乞= 1 , 2 ,
⋯N

假设评定中

? 万 c
(a

,

脚
。

b)

= (a ,

砂
全

满足定义 2 ,

1‘ 公省N 砍
x ‘一 x) “ + (叭一 妇

“一」

时软此咖

m妇
.

卜。m怀b贝

即为最小外接 圆半径
,

In in (m
“ x 凡) =

(为 妇 飞止 了 二万

圆度涅差为

乙 , c( a ,

b) = z 二。
(勺

若 评定中心 x 。
(a ,

b )
少

满足定义 熟

111 I n

l乙 i‘N

甲 (x
‘一 : )

2 + (示百石)
乏

? 二z
(a

, 西) = m a 二 (m
‘n 尺‘

) = m a 二 [ In i n 心 (x
、一 x )

2 + (:
‘一 。)万

仁而 刀) l‘ 2 二 介 〔肠 夕 J I 遨 f石 万

即为最大内以圆半径
,

圆度误差为

么、
,
〔a ,

乙) = 】n I n

〔“
,

b )

厂m
a 二甲万双二 舀了乞平而{二

~

石弃 一 ?
,

。 ,
心a

,
b )l

若评定中心 x 。 = (a
,

扔
厂

消足定 泛 4 ,

则圆变误差可表述为

△
_

、 扭
,

幼 = m 如 〔二
“

一

人/ <; 一 劝
“ 十 (!ji 一 百) 。 i。召 (、

* 一 x)
2 + (丽 : 刃

三 〕
l‘ 了泣歹

一对

M o n t e

一

书交小二乘日丫足方法
,

作考工文献〔4 」已证明其通用公式并给出一种提高 精 度 的

C o r 拒方法
,

本文对此不 几
一

资述
,

三
、

冤度评定数学模型解的存在性及唯一性

;提据 而述圆度评定有关公段的定义及数学模型 的讨论得知
:

评定中心
x 。 二 (x

,

2l)
,
任 : ,

假设轮或 曲线上任意两点之距的最大值为 t ,

则对于任一采样点 (x
‘, 万‘)

? ,

存在

s u p { 寸 i藏二 x )
, + (’i

‘一 夕)
2 : (x

, 夕)少任 s
} = t

in f { 甲(x
‘一 x )

, + (夕
、一 必了 : (x

, 夕)
少
任 s

}
二 o

式中
s u P和 in f表示上确界和下确界

.

进而可推知
,

对 任意的 (x
, 万)

, ,

下述式子成立
.

。簇 畏悠寸 (x
‘一 x)

’ + (。二
~

刃丁 簇 ‘

o簇 默立创而
二 ‘) 2 十

(y’二动丁
.

镇‘

“ 黑久砍翔 一 劝
2 + 梅万刃

乏 一

黑二砍、 一 x)
2

袱。 一

刃 ( ‘

由此
,
△ , 。 、

△, ,

和△。的存在性得证
.

关于评定中心的唯一性犷我们给出一定理
.

定理 尸中轮廓 曲线的最小外接圆的评定中心是唯一的
,

最大内切圆和最小区域圆的评

定中心不都是唯一的
.

证
“

( 1 ) 最小外接圆评定中心具有唯一性
:

若轮廓 曲线的最小外接圆半径为 R m i 。 ,

假设存

在评定中心
x ‘(i = 1 , 2 ,

⋯
, 二)满足最小外接圆定义

.

以从为圆心
,

R m ; 。一

为半径作m 个最小

外接圆
,

这 m 个最小外接圆必相交
,

其交集包容轮廓曲线
,

交集边界任意两点之距小于 Z x

R ln : n .

若 交 集边界任意两点之距的最大值为2尸
,

则 以这两点连线中点为中心
、

R, 为 半径
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一

二二二兰乙二二兰;二二二二二二二二‘二二止二二理竺兰二‘二竺竺二二
-
一
一

.

一—
一

一
- -

一
止

一
二

一
一 竺
一

一
‘- 一‘

‘

的 圆包容轮廓曲线
,

由于匆 < R 。‘。 , :

从而R 二 , 。

不为最小
,

因此
,

最小外接圆评定中心是唯州
的

。 , ’ . .

( 2 ) 最大内 切 圆的评定中心不都是唯一的
:

若轮廓曲线的最大 内切圆半径为R m 。 ; ,

假

设满足最大内切圆定义的评定中心都是准一

的
.

如图 2 (a )所示
,

以 x ,

和 x :

为 国 心
、

刀

为半径作两个圆
,

两圆的外切线交 两 圆 于

月
、

刃
、

C
、

D
,

显然
,

对于轮廓 曲线互启FC D E工
,

x l

和x Z

为端点的连线上的点均是最大 内切圆

评 定中心
.

由此可见 “满足最大内切圆定义

的评定中心
、

是唯一的 ” 这一命题不成立
.

图

2 (b) 是以 脚 :
为界线左右对称的轮廓曲线

,

该 轮廓曲线具有两个评定中心
,

按照这两个

评定中心算出的圆度误差道是相等的
.

对于

图 2 (
“
)

,

尽管存在无穷多评定中心
,

但只有

一个评 定中心 (x
, 十 x :

)/ 2算得的圆度误差值

才是符 合定义的
.

这个不 同点对以后数学 莫

型的求解将带来影 响
.

( 3) 最小区域圆的评定中心 不 都是唯

一的
:

假设评定中心 是 唯一的
。

如 图 3 所

示
,

有一轮守 曲线被内实圆 x ,

和外实圆x :

所

包容
,

图中占是 基于最小区域圆的圆度误差
,

以 x Z

为 圆心作一个内虚圆
x :

内切于内实圆x ,

的 A 点
,

此时x Z

是满足最小区域圆定义的评

必
万

冬
二

(
a

) (b )

图 2

图 3

定中心
,

内虚圆 x Z

为最小区域 内圆
,

外实圆
x Z

为最小区域外圆
; 若以 x ,

为圆心
,

作外虚圆
x 之 ,

内切于外实圆x Z

的 B 点
,

则 x l

也是满足最小区域圆定义的评定中心
,

此时内实圆x ;

是最小区

域 内圆
,

外虚圆
x ,

是最小区域外圆
.

由
一

此即证照了命题 “
满足最小区域圆定义的评定中心是

唯一的 ”
不成立

,

因此
,

最小 区域圆评定中心不都是唯一的
.

四
、

解圆度误差数学模型的改进单纯形法

单纯形法是非线性规划无 约束最优化方法中的直接搜索方法
,

它 由s p e
nd le y〔5] 于 1 9 6 2年

最早提出
,
以后经过N e ld

e r

和M
“ a d ‘6] 的改进

,

成为一种较为实用的优化方法
.

其基本思想是

形成一初始单纯形
,

对 各顶点的目标函数值进行比较
,

一

用一个新的最好的顶点代替原来最坏

的顶点以逐步逼近最优点 (如图 4 中
,

以U 囚 或U 〔“〕或U 沙 )代替U (H) )
.

考虑圆度误差评定数学模型
,

假设目标函数为△
二 F (动

,

由于是一个二维问题
,

所以单

纯形是尸中的三角形
.

给定单纯形初始点
: (’) 二 (a

,

b)
刃 ,

其中
a 二 又兮

八摺i
b 二

1 , ‘,

对户
“‘
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而为和y ‘

分别是误差采样瘪的直角坐标表示
.

再取 U (2) 二 (a + P
,
右+ q ) , ,

U (a ) = (a + q ,
b +

外 其中, 二

渝
‘

打
+ ‘,

, 。

、令了
(
打

一 1 ,
·

容易验证
, g ‘! ,

、

“ ‘2 ,

秒
3 ,

个正规单纯形
,

它的任意两顶点之距为 , [5]
. 、

单纯形边长 t一般可根据实际需要给定
,

组成一

这个数

值是单纯形法搜索的步长
。

代过程包括下述几种运算
.

( 1 ) 去掉最坏点
:

选宅兽种形初始顶点质
,

t 越小
,
搜索的精度越高

,
但搜索时间越长

, 通常单纯形法的迭

首先计算 F (U (‘) )(f= 1 , 夕, 3 ) ,
然后比较它们的大小

,

决定

最差点万
、

最好点L以及中间点G ; 去掉最差点H, 计算L点与G 点的重心F

u 〔, , 二

喜(u ‘: ) + u ‘。) )
.

乙

T Z ) 求反射点R

u (月) = u 〔尸) + a (u (F ) 一 U (H ) ) -

其中
a > o 为给定的反射系数

.

( 3 ) 求扩张点E :

若F (U (R ) < F (U ‘乙) ),
将向量U 扭 ) 一 u (尸 )扩张

一

可得

u (刃 ) = u (尸) + , (U (月) 一 U (夕) )

其中
, > l为给定的扩张系数

.

若F (仃 (‘ )《F (U (. ) ),
则 以u 沙 ’

代替u (H )得新的单纯形 { u (B ) 、 u (a )
、

u (乙) } ; 否贝IJ

以 u (R )
·

代替U (万 )得单纯形 { U (月 )
、

u (“)
、

u ‘乙) }
.

(4 ) 求收缩点
‘* 若F (U (左 ) )> F (U (“ ) , 则将向量 u (’

卜 u (尸)压缩
,
得

u (B ) = U ‘’ ) + 刀(u (皿) 一 u l , ) )

若F (U 《“) )> F (U (H ) ),
则将向量U (万 ) 一 U 沙)压缩

,
得

U ‘B ) = u (夕) + 夕(U ‘H ) 一 u 《, , )

其中。< 刀< 1为给定的压缩系数
.

(5 ) 缩短边长 : 若 F (U ‘, )) > F (U (万 ) )
,

则说明不能沿 H 反射方向搜索
,

这 时应进行

单纯形缩边
, 即以最好的点L为基点将G H L 缩小一半

,

再以此新的单纯形用上述方法寻优
。

对
0山

一一夕
1子一一对于上述

a 、

刀和 , 的选取
, N e ld e r和M e a d指出它们的适宜值为

a = 1 ,

刀

于算法的终结条件N e ld e r 和M e : d建议取为

{合吝
〔F (U (‘) , 一 F‘U 《一 , “

’

}
‘< ￡

声引
“

万

卜权!
、

汐

图 4

其中
￡
为一个给定的任意小数

.

图 4 给出左2
中单纯形的一个

实例
,

迭代过程的详细原理参见

文献 「7 〕
,

我们编制了相应的应

用软件
,

利用该软件可选择或同

时求出最小二乘 圆
、

最大内切圆

圆
、

最小外接圆和最小区域圆的
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圆度值
。

五
、

适 应 性 验 证

1
.

模拟验证

构造模拟工件如图5 (a )
,

该工件轮廓被两个圆心分别在O
,

和0
2

的圆所包容
,

以圆心。:
为

极坐标原点
,

令采样点的极坐标为 (?
* ,
夕
、
)

? ,

假设圆心0 1

在某一直角坐标系的坐标为 (x
l ,

万1
)
少,

圆心 0
2

在该直角坐标为 (娜
,

犷)
,

若价
,

氏满足下式
:

.

T m l n ,
k为奇数

; Z m 。、 一 L(二 一 二 2
)

2 + (, 一 , 2 )
2

〕。in
Z
(。 一 。

*
) } %

,
、为偶数

产
J
、

t
一一k

协

式中
,

k = 1 , 2 ,

⋯
,

同的 x ; 、

刀l

和 x Z 、

夕2 ,

2户
, 2乡为采样点

(k 一 l )

则轮廓 曲线采样点必然相间在 圆O
,

和O
:

上
,

对不

兀一力
.

乙�、9一一9曰违了女

、 , :

万一
_ _

、一 *
, , ,

、
,

_

了i 飞 气弄 2 一 人 1 2
-

一 气梦 2 一 百 1 产一 f ‘之之 1 m a x
一 I m 、 n , 季口 夕泛义 1七 口习

, rn i n 牢目 了 m 一x -

考察软件的执行情况
,

结果发现各种参考 圆

圆度误差值 与真值占相差甚小
,

表 1给出阴实

例说 明了这一点
. 「

:二实上
,

I B人1一PC 微机实

型数的有效位数为小数 点后 6 位
,

如果改实

型数为双精度数
,

则精度还将提高
.

作为一个特例
,

当图 5 (
“
) 中圆心O ,

和圆

心 0 2
重合时

,

则轮廓曲线位于两个半径差为

乙的同心圆之间 (图5b )
,

这时最小区域圆评

定中心 从多值转化为唯一 若以同心圆为极

坐标原点
,

则气
,

夕
*

满足 下式

(
a
) ( b )

图 5

k为奇数

k为偶数

mm
下T

f哎|七
一一k

r

。 2 万
0 左 二

—
吸K 一 1 少

2 P

式中
,

无= 1 , 2 ,

一
,

Zp
, Zp为采样点数

.

在直角坐标系的不同位置选取极坐标原点和不同的
T m i n

和 、
。 、 ,

经软件运行
,

结果表 明

其精度较高
,

表 2 给出了一个实例
.

表 l (
r 。 ‘二 二 33

.

5砚 二二
,

‘
。 二 = 33

.

5邵m m
,

采样点数N 二 3 6 0 )

考察项

圆度值叔m m )

评定中心x

评定中心 y

真值 最小区域圆 最小外接圆 最大内切圆

O
。

0 4 6 3 6 3

x l = O
。

4 ! ; 劣 : 二 O
。

4 4 2

y 一 二 0
.

2 8 ; y Z = 0
。

2 6

0
。

0 4 6 3 6 4

O
。

4 1 4 1 1 1

0
。

2 8 8 16 1

0
。

0 4 6 3 7 1

0
。

4 2 0 0 0 2

O
。

2 9 9 9 9 7

0
。 0 4 6 3 6 4

0 。

4 10 00 3

0
。

2 8 0 0 0 4
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表 2 (r
一 ‘。 . 2 8

.

3 15 m m
, r 一 。 二 = 2 8

.

3 1? m m
,

采样点数N = 3 6 0 )

考察项 真值 最小外接圆 最大内切圆

圆度值叔 m m )

评定中心 x

评定中
』

今y
‘

0
。
0 0 2 0 0 0

0
。
5 2

。,

飞冬
L

最刁咚域娜

O
。

0 0 2 0 0 5

0
。

5 2 0 0 0 0

0
。
7 5 0 0 00

‘

0
。
0 0 2 00 5

5 2 0 0 0 0

7 5 0 0 0Q

0
。

0 0 2 0 10

0
。

5 19 9 9 9

0
。

7 5 0 0 0 0

2
。

与文献〔2〕方法的精度比较

文献〔2 〕提出一种圆度误差最小区域圆线性处理的解析方法
,

为了对照不同方法的计算

结果
,
引用该文献所列的数据 (表 3 )

,

这些数据是用万能工具显微镜测量 功20 m m 轴的圆

度
,
每隔3 00 采一点

.

利用文献〔2 〕解析方法得出的圆度误差为 3
.

68 3召m ,

而用对板 法测得

的圆度误差为3
.

8召m
.

本文算法得出的圆度误差为3
.

5。仰 m
.

显然
,

解析法求出的圆度 误差

不满足最小区域条件一
‘

表 3 (单位为协m )

序号 2
,

3
.

4 5 6 7 8 9 10 1 1

30706角度(
“

)

偏差

9 0 1 2 0 1 5 0 1 8 0 2 1 0 2 4 0 2 7 0 3 0 0

3
。

5 5 7
。

5 4
。

5 6
。

5 7 4
。

5 6
。

5

12

3 3 0

6
。

5

3
.

与T AYLo R乏7 3迫圆度仪实测
一

橄据的比较

把M G B1 35 磨床加工的某一零件用T A Y L o R 一73 型圆度仪实测 ( 由福建中检所测试 ) 并绘

制 出圆度误差轮廓曲线
,

然后利用万能工具显微镜对误差曲线进行采样
,

采样数据输入IB M一
P C 微 机 由 我 们 编制的软件执行 ( 图 4 给出了最小区域 圆评定的单纯形搜寻初始数 值情

况 )
,

两者的圆度值结果如表 4
。

被考察的参考圆

T A Y LO R 一 7 3测量值

自编软件执行值

表 4 ( 单位协m
,

采样点 数N 二 72
,

采样间隔 5
。

)

最小区域圆 最小外接圆 最大内切圆

。
16 3

。
0 9 8

2 8 4

1 9 6

19 0

1 3 4

从表 4 可知
,

自编的软件执行情况与T A Y L o R 一73 型圆度仪求得的结果相差不多
,

这说

明所编制的软件是可行的
。

表 4 中自编软件执行值小于 T A Y L O R 一73 测量值
,

这可能是采样

点数太少所致
。
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l 、 、 结 论

本文较为系统地研究了圆度评定中一系列数学问题
,

提出了新的处理方法
,

经过计算机

仿真和实例验证
,

文中的方 法具有较高的优越性
.

本 文承陈希达教授指 导
,

作者在此表示感谢
.
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