
第 � 卷 第 � 期 华 侨 大 学 学 报 自 然 科 学 版
 !∀ # ∃ % & ! ∋ ( ∀ %)∗% ! ∀ ∃ ∗+ , # −∗. /

+ 0 1
2

� ∃ !
。

�

3 � 4 5年 4 月 6 ∃ % . ∀ # % & −7 ∗, ∃ 7, 8 % 、3 �
2

3 � 4 4

司2 2 2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2 2 侧声

关 于 矩 阵 迹 的 不 等 式

林 永 发

6 硬用数学不 8

摘 要

本文给出了关于任意 9 阶复矩阵迹的几个不等式
,

作为它的推沦
,

包活了文 【1
,
: 〕中相应的

内各
,

开拓广到反厄米特矩阵和7 ;<
= >?不等式

。

同时从另一个角度就两两可交换的正定厄米特矩

阵的迹给出了算术平均一几何平均不等式的另一种推广
,

进一步回答了文 〔门 所提出的问坦
2

最 后

把文 ≅ � 」定理 : 的结果应用到反厄米特矩阵
,

得出了相应的不等式
2

一
、

引 言

#
2

ΑΒ 11 Χ ; 9 在文 〔1〕对
9
阶正定实矩阵建立了与 7 Δ 0 = 里。?

一

− = > 、、Ε
此 不等式相类 似 的 咭

果
,

并提出这样的问题
Ε

对于算术平均
一

几何平均不 等式
,

矩阵里是否有类似的舀韶仑Φ 冯慈造

在文 〔:
, �〕把文 〔功 的结果拓广到厄米特矩阵的清形

,

并就算术平均
一

几河平均不等式在

矩阵里的类似做了许多有意义的工作
,

本文把文 〔: 〕进一步拓广
,

建立了若干不等 式
2

守介

就算术平均
一

几何平均不 等式在矩阵里的类似得 出另一 个结果
2

二
、

定理及 其证明

没, ,
阶矩阵 % 二 6 ; 、Γ 8

,

Η
,

Ιϑ Κ , : ,
⋯

,
Ε ,

其中
。 ‘,
都是复数

,

称万
“、,

为矩阵 % 的迹
,

记作
Λ Μ 入

2

用万表 示复数
Ε 的共扼

, # Β Ε
表示

Ε 的实部
, ∗ Χ Ε 表示

Ε 的虚部
, % ,

表示为钧转置
, %

“

表

示 % 的转置共扼
2

如果% 签 ϑ % ,

称%为厄米特 6 ( “ Μ 111 Η沈 8 矩阵
,

如果户
二 一 八 ,

称%为反厄

特米矩阵
2

引理 3 设 % ϑ 6 叭 Γ 8 是
9
阶复矩阵

,

则

Λ Μ 6 % % 2

8 8 Ν

本文 3� 4 Ο年 5 月 35 日收到
2
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等号当且仅当% 二 Ν时成立
2

证明 ΛΜ 6 % % ‘
8 ϑ

万互价刃 、 李 Ν
2

证毕
2

引理 : 若%是 Ε 阶厄米特矩阵
,

则

ΛΜ % Θ
少 !

等号当巨仅当% ϑ 。时成立 Γ 若%是 、阶反厄米特矩阵
,

则

ΛΜ % Θ

镇 !

等号当且仅 当% 二 。时成立
2

证明 当 % ‘ 二 %时
, Λ Μ % Θ ϑ ΛΜ 6 %% 关

8 李 。, % 苦 二 一 %时
,

ΛΜ % Θ ϑ ΛΜ 6 一 % % ,
8 ϑ

一 Λ Ε 6 % % 苦
8 6 Ν

2

证毕
2

引理 � 设%
、

Α是两个 Ε 阶反厄米特矩阵
,

则 Λ Μ
6 % Α 8 是实数

2

证明 因为石又 离石 8 一 Λ Μ

6
Ρ

丽8
ϑ Λ Μ

‘丽 8
了 二 Λ Μ

6 Α , % Σ

8 二 Λ Μ
6 Α% 8 ϑ Λ Μ

6 % ; 8
2

所

以 Λ Μ
6 % Α 8 是实数

2

证毕
2

定理 3 设%
、

Α是两个
Ε 阶复矩阵

,

则

: Τ#
Β

〔Λ
Μ

6 % Α苦 8 〕Σ 6 Λ Μ

6 % % 圣
8 Υ Λ Μ

6 Α Α苦 8 6 3 8

等号当且仅 当% ϑ Α或% 二 一 Α时成立 Γ

: Τ∗Χ 〔Λ
Μ

6 % Α苦 8 〕36
, Μ

6 % % 书
8 Υ Λ Μ

6 Α Α关 8 6 : 8

等号当且仅当% 二 Λ’Α 或 % 二 一 ΗΑ 时成立 6 Η是虚数单位
,

下同 8
2

证明 由 6 % 一 Α 8 6 % 一 Α 8
签 ϑ 6 % 一 Α 8 6 % 斧 一 Α 带

8 ϑ % % 补 Υ ΑΑ 芳 一 % Α书 一 Α % 关 ,

两边取

迹
,

并利用引理 3得

Ν镇 Λ Μ

〔6 % 一 Α 8 6 % 一 Α 8
苦
〕ϑ Λ Μ

6 % % 苦
8 Υ Λ Μ

6 Α Α井 8 一 Λ Μ

6 % Α粉 8 一 Λ Μ
6 Α% 关

8

等号当且仅 当% 二 Α时成立
2

由于 6 Α % ‘
8

‘ ϑ % Α , ,

所以
, Μ

6 Α% ‘
8 三飞王飞下不 8

,

故

Θ# Β
〔Λ

Μ
6 % Α斧 8 〕6 Λ Μ

6 %% 书
8 Υ Λ Μ

6 Α Α关 8 6 � 8

又由 6 % 十 Α 8 6 % Υ Α 8
“ ϑ % % 苦 十 ΑΑ 斧 Υ % Α苦 Υ Α% 苦 ,

两边取迹得

一 :
·

# Β
〔Λ

Μ

6 %Α 关
8 〕6 Λ Μ

6 % % 关
8 Υ Λ Μ

6 ΑΑ 芳
8 6 ς 8

等号 当且仅 当% 二 一 Α时成立
2

由式6� 8
、

6ς 8立得式 6 1 8
2

用 Η%
、

Α分别代替式 6 3 8 中%
、

Α得

: 】#
Β
〔Λ

Μ
6 Η% Α关 8 〕3簇 Λ Μ

〔6 Η% 8 6 Η% 8
关
〕Υ Λ Μ

6 ΑΑ 签
8

等号当且 仅当% 二 1’4 或% 二 一 坦时成立
,

即

: Τ#
Β
〔Η‘

Μ
6 % Α关 8 〕3毛 Λ Μ

6 %% ”
8 Υ ‘Μ 6 ΑΑ 书

8

: ∗1Χ 〔
‘Μ 6 % Α签 8 〕36

, Μ 6 % % 芳

8 Υ ‘Μ 6 ΑΑ ,
8

证毕
2

定理 : 设%
、

Α是两个
,
阶复矩阵

,

则

Σ #
Β

〔Λ
Μ

6 , 。·
8 〕36 〔Λ

Μ

6 , % ·
8 〕于

2

〔Λ
Μ

6 ; ;· 8 〕于

或
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〔# Β 6 Λ Μ 6 % Α 2

8 8 〕:喊〔Λ
Μ

6 减%
,

8 〕Ε 〔Λ Ε 6 ΑΑ 备

8 〕

等号当且仅当沸是Α的实数倍或 Α是 %的实数倍时成立 Γ

〔∗Χ 6 Λ Μ

6 % Α朴 8 8 〕
:

簇〔Λ
Μ

6 碑% 奋

8 〕
·

〔Λ Μ 6 ΑΑ 件

8 〕

等号当且仅 当人是 Α的纯虚数倍或Α是%的纯虚数倍时成立
2

证明 当%
、

Α中有一个是零矩阵时
。

定理显然成立
2

当%
、

Α都不是零矩阵时
,

据引理 Η 知
, Λ Μ

6% % 2
88 0 , Λ Μ

6Α 2 砚88 Ν ,

〔Λ Μ 6 ΑΑ 资
8 〕

一 ’Ω Θ Α分另33代替式 6 3 8 中%
、

Α得

6 5 8

6 Π 8

用〔Λ Μ 6% 减2 8〕
一 , Ω :再Ξ

: ∗#
Β〔Λ

Μ
% Α 签

〔Λ Μ 6% % 器
8〕

‘Ω :
〔Λ Μ 6Α Α

2
8〕

’Ω :
8 〕3提

Λ Μ
6

%% 补

Λ Μ
6%再

2
8

8 Υ Λ Μ 6
Α Α谷

等号当且仅当%是Α的实数倍或 Α是%的实数倍时成立
2

即

# Β〔Λ Μ 6 % Α补 8 〕 3 、
。

: 卜Ξ 丫3
下
于于宁一

下、下于一杀轰Ρ
几1乓 :

“ ‘〔Λ Μ 6%%
带
8〕

’Ω : ·

〔Λ Μ 6Α Α
2
8〕1 Ω : ‘

一

Τ#
Β
〔Λ

Μ

6 % Α苍 8 〕Σ6 〔Λ
Μ 6 %减荟

8 〕
‘Ω ”〔Λ Μ 6 Α Α 2

8 〕’Ω :

〔# Β 6 Λ Μ 6 % Α补 8 8 〕
:

6 〔Λ
Μ

6 % % 苦

8 〕〔Λ Μ 6 ΑΑ铃 8〕

同理
,

用〔Λ
Μ
6 % % 份

8 〕
一 ‘, Ω , , % ,

〔Λ
Μ
6 2 Α 2

8 〕
一 “ Ω : , Α分别代替式 6 : 8 中%

、

Α得

% Α 公

: 3‘Χ &’Μ 6画不骊万尹乏
2

百双丽
万
刃两了 8 1炭艺

〔∗二6Λ
Μ
6% Α带 88〕: 6 〔Λ

Μ
6八减

2
8〕〔Λ

Μ

6Α Α
2

8〕

证毕
。

定理 � 设%
、

Α是两个
9
阶复矩阵

,

则

∗#
Β 〔, Μ 6减Α 番

8
,

〕3镇 , Μ 6Ψ
香% Α , Α 8 6 Ο 8

等号当且仅 当% Α劳 二 Α% 苦

或% Α器 ϑ 一 Α% 苍

时成立
2

证明 由于 6 % Α 开 一 Α% 2

8
: ϑ 6% Α份 8 : Υ 6Α %

2

8
: 一 %Α 2 Α%一 Α% 2 % Α 2 。

%Α一 Α % 2

是反厄米特

矩阵
,

两边取迹

Ν 8 Λ Μ
6% Α份 一 Α% 朴

8 : ϑ ΛΜ 6% Α番 8 : Υ Λ Μ
6Α%

2
8
: 一 Λ Μ

6%Α 赞 Α %
2
8 一 Λ Μ 6Α %

番 %Α 2
8

等号当且仅 当% Α铸 ϑ Α% 朴

时成立
。

即

Λ Μ 6% Α 务
8
: Υ Λ Μ 6Α%

朴
8 : 成:

·

Λ Μ 6人
2 % Α 井Α 8

由于〔6八Α备 8勺
井 ϑϑ 6Α减

份
8 : ,

所以 Λ Μ
6Α%

2
8 : ϑ Λ Μ 6%犷 8 : ,

因此

# Β 〔Λ
Μ
6% Α 汗

8 :〕6 Λ Μ 6%
2 % Α 2 Α8 6 4 8

同理
,

由于 6% Α奋 Υ Α几每

8 : ϑ 6% Α 吞
8
: Υ 6Α%

奋

8 : Υ % Α , Α %
‘ Υ Α% , %Α ’ , 人Α 2 Υ Α% 书

是厄米特矩

阵
,

两边取迹得
一 # Β 〔Λ Μ 6再Α 2

8:〕6 Λ Μ 6%
2 %Α 2 Α 8 6 � 8

等号当且仅 当八犷
ϑ 一 Α % 谷

时成立
2

由式 6 4 8
、

6 � 8立得式 6 Ο 8
。

证毕
。

推论 3 设%
、

Α是两个
9
阶酉矩阵

,

则

3#
Β 〔Λ Μ 6%移8〕Τ 6

9

等号当且仅当% ϑ Α 一 ’
或% ϑ 一 Α 一‘

时成立 ,

3∗Χ 〔Λ
Μ 6人Α8〕36

9
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等号当且仅当% 二 Η少
,

或% 二 一 ΗΑ
一Ε ,时成立

2
‘

,

一

证明 因为Α是酉矩阵
,

所以犷 也是酉
‘

矩阵
2

对碑
、

犷应用定理 3 得
’

‘

: Τ#
Β

〔‘
,
6%

‘

心Α
芳
8
‘
8〕Τ簇

‘Μ 6%人
苦 8 十 ΛΜ 6Π ”Α 8

等号当且仅当% ϑ 士 Α 劳 ϑ Α
一 ’

时成立
2

由于 Λ袱人犁 8 三ΛΖ 6; 也8 ϑ Ε ,

则

Τ#
Β

〔Λ
Μ
心减Α8卫23毛 , ,

同理
,

对%
、

Α 芒

应用定理 3 之式 ‘: 8得

: Τ∗
, 9 〔Λ

Ε
·

6%
·

6Α
苦
8
关
8」36 Λ Μ 6% % 苦

8 Υ Λ Μ 6Α
苦Π 8 丁

·

只日

33。〔
‘Μ 6% Α 8〕36

9

等号当且仅当八
ϑ 士 Η犷

ϑ 士 ΗΑ
一 ’

时成立
2

证毕
2

推论 : 设%
、

Α是 两个川价厄米特矩阵
,

则 下列不 等式成立
Ε

3Θ
ΛΜ 6% Α 8Τ毛 Λ Μ % , Υ Λ Μ Α Θ

6 : Ν 8

等号当且仅当% 二 Α或% 二 一月时成立
Γ

〔ΛΜ 6% Π 8〕:簇 6Λ Μ %
Θ
86Λ Μ Α

Θ
8

一

6 3 3 8

等号当且仅当%是助勺实数倍或召是%的实数店时成立
Γ

Τ
Λ Μ

6% Α 8
“

3簇
‘Μ 6%

Θ Α公8 6 3 : 8

等号当且仅当%Α 二 日声或% Α 二 一 Α%时成立
2 ‘

证明 利用定理 3 之式 6 3 8
,

定理 :泛式 6 5 8
,

并注意两个厄米特矩阵乘 积 的 迹

是实数
,

易得式 6 3 Ν 8
、

6 3 3 8
,

下证式 6 3 : 8
2

利用定理 � 得

∗#
Β

〔‘
Μ
6% Α8

’
〕Τ6 , Μ

6%
’Α ,

8

等号当且仅当% Α ϑ Α %或% Α ϑ 一 Α%时成立
2

由子百Η丽弃
二 Λ Μ

6万可舀二 , Μ
6%

. 。里 8
: ϑ Λ Μ

〔6。% 8
.
〕

: 二 Λ Μ
〔6[% 8 :〕

尹 二 Λ Μ
6。减 8 : ϑ Λ Μ

6。% 0 % 8

ϑ Λ Μ
6%Α % Α8 ϑ Λ Μ

6% Α 8 : ,

所 以
,

1Λ
Μ
6% Α 8

:

3簇 6Λ
Μ
6%

, Α Θ 8
2

证 毕
2

由于实对称矩阵也是厄米特矩阵
,

本推论对
Ε 阶实对称矩阵成立

2

推论 [ 6 7 ; < Β > ?
一

Α < 11 ? ; ∴ 0 Η0 ∴ ?不等式 8 对任意实数序歹‘1
; , , ; Θ ,

⋯
, ; Ο Ε Γ 右, ,

]
Θ ,

一
,

]
。

都有

6艺
。

、、2,产

奇

,自
∴;

介一、:��

、‘卜柑
了万吸、

等号当且仅当
 ‘ “ !∀

#
或∀

、 � ! 
、
∃无� % , & ,

⋯
,

的时成立
∋

其中
‘是实常数

∋

证明 令实对称矩阵

 (  )
⋯  ∗

+
一

∀
,

∀
)

, , −

&
∋((’%,了

∗. /。0
∋

,

1厂∋

+ +

2,
3
动

4

∗
∋

瓦跳
、0从

5(((
,(

/
6
‘∋∋里∋(吸、

∋

一一7

(6/

888
99,((5八曰∗:

。。。

∗
;

0
∋∋

⋯0
∗以
。。。

八“∗
。。。

八:

+ %内心⋯
%5<<=<%

8
(

∋

<=%%<=、

一一>

则
? 众 花了
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、1‘
2

⊥Β1
2

 _
⊥Β
∗Θ

了

‘么

⋯鲁
‘“二

⎯
⋯

⋯

; 、
乙
女 Ν ! !

; ,
否

1

; Θ
]

Γ

‘ Ε
38
:

‘ Ε
]
。

; 1
乡
。

; Θ
乡
。

99∀口

! ; 二

乙
1 ; 。

]
Θ ; 。

西
。

所 以
,

Λ Μ
6“ 8 二 万 心]

、 Υ 。 3
“

3

Υ2
二

同理
, Λ Μ

“ ϑ :
·

万
。 Ε

, ‘ΜΑ
Φ ϑ :2 万鱿

2

Υ ; ,。

乙
, Ε ϑ :万

; 、乡
、

根据推论 : 之式 6 3 3 8 得

6鑫
二“

·

8
’

簇
6鑫

· ,
8

等号当且仅 当
; 、 ϑ =]

、

或瓦 二 “心 6∴ 二 3, :
, ‘

” ,

·

吻
,
8

推论 ς 设%
、

4是两个
Ε 阶反厄米特矩阵

,

Λ Μ % , Υ Λ Μ Α ,

6 一 : 3
‘Μ 6% Α 83

劝时成立
。

则

6 3 � 8

等 号当
一

且仅 当% ϑ Α或 % 二 一 召时成立
Γ

〔Λ
Μ
6% Α 8〕

“

6 6Λ
Μ % Θ

8
·

6Λ Μ Α
”
8 6 3 ς α

等号当且仅 当%是 Α的实数 涪或[是%的实数涪时成立 Γ

ΛΜ 6%Α 8
”

毛 Λ Μ
6%

”Α Θ
8 6 3 5 8

等号当且仅 当% Α 二 忍八或% 吕 ϑ

证毓 龙 %
、

。
关

应喊Σ足

β 。翔付成立
·

飞

之式 6 Τ 8 得

: ⎯#
Β
〔‘

Μ
6八5 8〕3簇

Η Μ
6一 % Θ

8 Υ ‘Μ 6一 召
:
8

等号当卫
2

仅当% ϑ �或 % ϑ 一 ‘讨成立
。

据 引理 � 知式 6 3。 8 成立
。

同理
,

对 %
、

Α
”

应用定理 : 之式 6 5 8
,

易得式 6 3 ς 8
。

由于 Λ Ε
6% Α 苦

8
: 二 ‘Μ

6一 谈幻
: 一 Λ Μ

必 Α8
: ,

并宜百 Η而面飞
ϑ , Μ

两亘8
’
于 , Μ 〔6 一 % , 8 6一 Α勺〕

”二

Λ Μ
〔6Α%8

了
〕

: ϑ Λ Μ
〔6Α八8

:
〕
尹 “ Λ Ε

6Α勺
” ϑ Λ Ζ

6八 χ 8
“。

所 以
Λ Μ
6% � 关 8

: ϑ Λ∗ 6% 己8
:

是实数
,

2

应用定理 � 得

3
Λ Μ
6% Α , :

3蕊
‘Μ 〔6一 八8

·

%
·

6 一 Α 8
·

Α〕

即

Τ
‘Μ 6% Α 8

,

卜返 Λ Μ
6%

Θ弓:
8

证毕
。

下面就 Ε 阶正定 厄米特矩阵来推导类似于算术平均
一

几何平均不等式的不等式
,

为此先证

引理 ς 设 %
、

Π是两个川价正定厄米特矩阵
, %名￡ −% ,

则 % Α是正定厄米特矩阵
2

证明 设 又, ,

入:
,

一
, 又

左

是 %的特征值
,

则从α Ν ,

Η 二 3 , : ,

⋯
, 33 2

且存在酉矩阵<,



华 侨 大 学 学 报 3 � 4 4年

< , %< 二 Δ Η; χ 6久
1 ,

令 ∀ 母再∀ ϑ % Ε ,
∀2

粉 Α< ϑ Α 1 , = 二 Δ Η; χ 6了天
Γ ,

乳: ,

扩入
Ε ,

入
二

8

召 久
Ε

8, 于是乳是正定厄米特矩阵
,

且
% ∗Α ∗ ϑ ∀ 器 %∀ ∀ 等 Α∀ ϑ ∀ 2 % Α∀ ϑ ∀ 2 Α减∀ ϑϑ Α ∗% δ

由于 % Ε Α Ε ϑ Α Γ 八, ,

直接计算易知 = Α , ϑ Α Γ = ,

从而 % Α ϑ < % Γ < 2 ∀ Α , < 2 ϑ ∀ % Ε Α Ε < 2 ϑ < 7 Θ Α , < 2 ϑ

心 6= Α 1= 8<
告 ,

由于Α ,

正定
,

则= Α ∗ 7正定 ≅ς ε ,

故减Α正定
。

证毕
。

引理 5 设 %是
9阶正定厄米特矩阵

,

则

Λ Μ
6% Θ 8毛 6Λ

Μ % 8 :

等号当且仅当
9 二 1时成立

2

证明 设入
3 ,
久:

,
⋯

,
入

,

为 %的特征值
,

则入
‘

8 Ν ,
Η“ 3 , : ,

⋯
, 9 ,

且入Λ
,
入幸

,

⋯
,
入Ε 是

人:
的特征值

,

因此

ΛΜ % 二 入
Κ Υ 又: Υ ⋯ Υ 入

二

Λ Μ % , ϑ 入了Υ 入盖Υ ⋯ Υ 入亡

由于入
‘
α !,

显 然有

Λ Μ % Θ
毛 6飞

Μ % 8
:

等号当且仅当
。 ϑ 1时成立

2

证毕
2

引理 Π 设%
、

Α是两个
。阶正定厄米特矩阵

,

则

Λ Μ
6八Α 8簇 6Λ

Μ % 8 6Λ Μ Α 8

等号当且仅 当
。二 3时成立

2

证明 由推论 : 及引理 5 得

〔Λ
Μ
6% Α 8〕

:

成 6Λ
Μ % Θ 8 6Λ Μ Α

Θ
8 6 6Λ

Μ % 8 : 6Λ Μ Α 8
:

等号当且仅当
。 ϑ 1时成立

2

把两边开平方后得

Λ Μ
6% Α 8蕊 6Λ

Μ % 86Λ
Μ Α 8

证毕
。

定理 ς 设% , ,

凡
,

⋯
,

人
‘

佃Ε 8 :8 是两两可交换的
。
阶正定厄米特矩阵

,

则

〔Λ
Μ
6%

3% Θ⋯ % 。 8〕
厉

6
Λ Μ 了% , Υ % Θ Υ ⋯ Υ % 。 8

Χ
6 ∗7 8

等号当且仅当
, ϑ 3 且 % , ϑ % , 二

·

一
% 。时成立

2

证明 据 引理 ς 知
, % ∗ % Θ

⋯ % 、
63 6 ∴镇。 8是正定的

2

据 引理 Π 得
Λ Μ
6%

, % Ε
⋯ %

。‘

8镇〔Λ
Μ
6%

3% Θ⋯ % 9Κ 一 3
8〕6Λ

Μ % 二 8

落 〔Λ
Μ
6%

∗ % Θ
⋯ % 二 一 Ε

8〕6Λ
Μ % 。 一 ,

86Λ Μ % 。 8

簇⋯

镇 6Λ
Μ % ∗

86Λ
Μ % Θ

8⋯ 6Λ
Μ %

, 。

8

等号当且仅当
, ϑ 3时成立

2

对正实数Λ Μ % , , Λ Μ % Θ ,

⋯
,

ΛΜ % 、应用算术平均
一

几何平均不 等式
,

得

‘

〔6ΛΜ人 86Λ Μ人奢了
、‘

·

6Λ
Μ
% 2 8〕二6 竺兰

卫
卫二

目

些乡上二 土竺户见
优



第 � 期 关于矩阵迹的不等式 卫, 1

等号当且仅当ΛΜ % Ε ϑ ΛΜ % Ε 二 ⋯ 二 ΛΜ 五。时成立
2

故有

〔Λ
Μ
6%

, % Ε
⋯ % 。 8〕

∗ β Λ Μ 6% 1 Υ %
,

Υ ⋯ Υ % 2 8
Χ

气
一

—一
·

β

β等号当且仅当 , ϑ 3且%1 ϑ % Θ 二

一
% 。时成立

2

证毕
·

显然
,

当 Ε ϑ 3时
, % 1 , % Θ ,

⋯
,

人
2

都是正实数
,

式 63Π8 就是通常的算术平均
一

几何平均

不等式
2

推论 5 设 % ∗ , % Θ ,
⋯

, %袱 Χ 8 :8 是两两可交换的
。
阶正定实对称矩阵

,

则
∗

〔Λ
Μ
6%

, % Ε
⋯ % 。 8〕喃 簇

Λ Μ
6%

∗ Υ % , Υ ⋯ Υ % 。 8

Χ

等号 当且仅当
9 ϑ 3且 % 1 ϑ % Ε 二

·

一
% 二时成立

2

定理 ς 和推论 5 给出了文〔3〕中所提问题的一个肯定回答
2

作为本文的结束
,

可把文〔�〕定理 : 的结果拓广到反厄米特矩阵
2

为此
,

先把 文〔�〕定

理 : 抄录于下
Ε

设% ∗ , % Θ ,
⋯

, % Χ
为

Ε 阶两两可交换的正定厄米特矩阵
,

则

Λ Μ
6人

一% Ε ⋯ % 2 86
Λ Μ

6% . 8
二
Υ Λ Μ 6%. 8 Υ ⋯ Υ Λ Μ 6% Ε 8

解

等号成立当且仅当 % 1 “ % Ε ϑ
·

一
再二

。

我们知道
,

如果 %与1’% 中有一个是厄米特矩阵
,

则另一个必为反厄米特矩阵∗ς 
,

另外 还

有
引理 Ε 设人

, ,
,

, ,

⋯
,

, 。 6二8 : 8是两两可交换的
9

娇反厄来待矩阵
,

则当Χ 为偶 数时
,

% Ε % Ε ⋯人。是厄米特矩阵
,

当勿为奇数时
,

%
Γ % Θ⋯共。为反厄米特矩阵

2

证明 由“
Ε % Ε ⋯ %衬

2 二
弋弋几⋯丸 丸 ϑ 6一 3 8以

∗ % :⋯ % 二 ,

即得到结果
2

定理 5 设Η% Ε ,
Η人

,
⋯

,

1’% 袱 Χ 8 : 8是两两可交换的
9
阶正定厄米特矩阵

,

那么反厄米

特矩阵% Γ ,

人
,

⋯
, % 。满足

Η仍 ΛΜ6 % , 减:
⋯ 人二 8 6 Η“

等号当且仅 当% , ϑ 减, ϑ ⋯ 二 % 2 时成立
。

特别地
,

当Χ 二 ς∴ 时 6∴ 为正整数8

Λ Μ
6% . 8 Υ Λ Μ 6%号8 Υ ⋯ Υ Λ Μ 6% Ε 8

跳

Λ Μ 6%
Ε % Θ ⋯ 八2 86

Λ Μ
6% .8 Υ Λ Μ

6% 罗8 Υ ⋯ Υ ΛΜ 6碑Ε 8

当 Χ “ ς ∴ Υ : 时

Λ Μ 6% 3 % :’ 二 % 。 88
Λ Μ 6%.8 Υ Λ Μ 6减晋8

Υ
⋯ Υ Λ Μ 6流之8

Χ

证明 对 Η%
Ε ,

Η% Θ Ξ

⋯
,

1’% 。
应用文〔�〕定理 : 得

·

Λ Μ〔6Η%
Ε
86Η% Ε 8⋯ 6Η% , 8〕簇

Λ Μ 厂6 Η% Κ 8沉〕Υ ΛΜ 〔6Η% Θ 8勿〕Υ ⋯ Υ Λ Μ 以 Η%。 8 , 〕

机

Η一 Λ Μ 6, , , :⋯ % 二 8成 Η班
2

上业竺塑少 6
2

些丝士岁卫赵业工
爪

注意到产 ϑ 3 ,
Η’“Υ : ϑ 一 3

,

定理中的另两个结论就是显然的
2

证毕
2
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