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一个直接计算结构动力方程的方法
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摘 要

以往计算结构动力方程的无条件稳定积分格式的证明
,

均假定阻尼为古典阻尼
,

即阻尼短阵

满足振型正交条件
0

本文给出的无条件隐定积分格式的证明
,

可不要求阴尼 加阵满足振型 正交条件

同时木文方法具有较好的算法明尼比和周期延长率
,

而目
0

没有超越现象
0

前 言

直接积 ;、法是结构劫场芬奋中常用的方法
0

赤漩的角度上分
,

直接积分法可分为条件

稳定的积分格式
,

如中心差分法
、

线性加速度法及龙格库塔法
; 和无条件稳定的积分格式

,

如& “ <

7. = 法
,

> ?/ ≅ . Α 一 . 法等等
0

由于条件稳定积分格式的步长要小 于临界步长
,

这就导 致

了两个困难
,

首先要附加一个估计临界步长的程序
,

其次即使估计出临界步 长
,

如 临 界 步

长过小
,

则将耗费过多的机时才能得到正确的卯自疼
·

否则如使用一个大于临界步长的步
一

长
,

则积分不稳定
,

这意味着数值积分在计算机上的舍入误差会逐渐增大
,

使响应 的计算失去意

义
0

正是 由于以上原因
,

限制了条件稳定积分格式的运用 ,
0

而无条件稳定积分格式在选择步

长时不受临界步长的限制
,

使得无条件稳定积分榕式在工程中得到广泛运用
0

但需要指 出
Β

以往的无 条件稳定积分格式的证明
,

实际上稳含着阻尼为古典阻尼
,

即阻尼矩阵满足振型正

交条件Β ,
,

4〕,

当阻尼矩阵不满足振型正交条件时役证明它们的无条件稳定性
0

由于现代科 学

的进一步发展
,

有不 少工程问题 : 海洋平台及核电站币的设备基础和下部结构共同工作等 5

依旧假定阻尼矩阵满足振型正交条件将产生很大的误差
〔”’0

于是需 要提出
一

种不但适 用于古

典阻尼而且适用于非古典阻尼的无 条件稳定积分格式
。

一

扛丈导出了一种不仅适用干古典阻尼而且适用于非古典且8厄的无条件稳定积分格式
0

讨

论 了该积分格式的数值阻尼比和周期延长率
,

并且分析了 该格式的超越现象
0

才丈文 Χ 1 9 Δ年 / 月 Χ. 日收到
0
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二
、

无条件稳定性的证明

一个
Α
个自由度的结构动力方程为

〔叮 Ε Φ右Γ Η Ιϑ /Φ泞Γ Η Ι尤Ε Φ� Γ
Κ Φ尸Γ

其中〔Λ Ε
、

Ι ∋〕和 ΙΜ 〕分别是结构的质量
、

阻尼和刚度矩阵
0

Φ右Γ
、

Φ珍Γ

加速度
、

速度和位移向量
,

Φ∀ Γ是处荷载向量
0

这个二阶的常微方程组可改写成如下等价的一阶常微分方程组

〔∃ Ε Φ名Γ Η Ι刀(ΦΝ Γ
Κ
ΦΟ Γ

其中「月〕和 「Π 〕是ΘΑ Χ ΘΑ 的矩阵

: 8 5

、

Φ! Γ分别是结构 的

: 4 5

〔Ρ 」勺

Ι
6〕Γ

〔Β Β 二 厂
一

州
‘

【Σ 」

Ι “8Φ
【ΤΕ�

, 80�,
月

�
Υ爪

七(%Ο胜%
广犷ς上贬

一一
、

, 二
0

�

∃
Ο0%

ΦΘ Γ和 Φ−Γ是 4Α 个元素的向量

、‘厂
产.Γ璐尹

谧
‘

一一−

Ο
Φ必

,

ΦΘ Γ Κ

土Φ。Γ少
’

设方程 : 4 5

由文献 Ι Ω Ε
、

Κ Φ必6≅/
,

代入式 : 4 5 得

Η Ξ丑 Ε Φ诱Γ
之 。

其中
工+�

+
矛二 一 氛。 士 ?。山

。‘, 。。‘和占
‘

的定义如下

。 ‘ Κ
Γ≅

,

Γ
,

省
, “ 一 ∀

。

: ≅‘5Ψ Γ￡
‘

Γ
, 。。‘ Κ 。

0

:一 言德5
’Ψ ,

设 Φ衣Γ
,

Φ踌
,
Γ分别为式 : Ω 5 的第?个和第尹个振型向量

,

可得

+
‘

汇∃」Φ必
‘

Γ Η 汇Π」Φ功
‘

圣Κ Σ

≅ ,
Ι且Ε Φ娇卜 Ι刀Ε Φ诱

,

卜 。
、

用 Φ踌
, Γ

, 、

Φ诱
。

Γ
,

分别乘以式 : Ζ 5
、

: 3 5 得

≅
‘

Φ诱
, Γ

,

Ι姓Ε Φ娇
‘

Γ Η Φ诱
,
Γ

, Ι刀/ Φ诱
,

Γ Κ .

+ ,
Φ咖 Γ

,

Ι∃ 」Φ丙 Γ 十 Φ娇
0

Γ
’

〔别 仲
, Γ 、一 小

,
0

由于〔Μ 〕
,

ΙΛ /和 【∋ Ε是对称方阵 :【明不 必满足振型正交条件 5
,

则式 : [ 5

刀 Ε Φ娇
,
Γ Κ .

� 二  

: Ω 5

: Ζ 5

: 3 5

: [ 5

: Δ 5

转置后可写成

: 9 5

魂

法>
人

法>Ο、%Ο
户0�

由于+ , 一 +
,
专 Σ

,

故

根据式 : Δ 5 有

当?二 ∴时扩亩得
]

+
‘

犷场
‘

Γ
,
Ι∃ Ε Φ踌

, Γ Η Φ 场
‘

Γ
,
Ι

:+厂 +
‘

关( 劝
‘

Γ ⊥
Ι∃ Γ Φ劝

,

Γ
,
〔∃Ε Φ

一

诱
,

Γ
‘

Κ .

Γ
,

Ι刀Ε Φ诱
,
Γ Κ .

: _ 5

: 8 Σ 5
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毛场, Γ
,

Ι Π Ε Φ毋, Γ

Φ娇
‘

Γ甲⎯万8毛尹Γ下
‘

设振型坐标 Φ Ν Γ Κ Ι们 Φ
Β
Γ代入方程 : 4 5

,

利用正交条件 : [ 5
、

: 8 。 5 可得4 , 个

独立的一次微分方程
α

一

∃
‘
含
‘ Η 丑‘Ν ‘Κ Φ踌

‘

Γ
,
Φ − Γ ? 二 ? , 4 ,

⋯
, Θ Α : 8 8 5

也可写成

含
, 一 孔Β ‘ Κ Φ 诱

‘

Γ
, Φ − Γ Ψ ∃

‘ Γ

‘二 8 ,
4

,

⋯
,

4Α : 84 5

姓
‘ Κ

Φ场
‘

Γ
,
Ι姓 Ε Φ毋

‘

Γ
,

刀
‘Κ Φ踌

‘

Γ
,

Ι丑Ε Φ踌
0

Γ
Κ 一 ≅

‘
通
。

·

如果式 : 8 4 5 中的4Α 个方程都用相 同的积分格式和相同的时间步长△ ⎯直接积分分析
,

那

那么对式 : 8 4 5 4Α 个非藕合方程的分析完全等价于对式 : ? 5使用相同的积分格式和相同的时

间△ ⎯的直接分析
0

换句话说
,
这时两个过程的数值分析结果完全相同

0

因此要研究直接积分

的精度和稳定性可不去考虑式 : / 5
,

而把注意力集中在同一时间步长△ 才方程式 : 84 5的 积

分上
0

这样有关直接积分方法的稳定性和精度的分析所需考虑的变量只是△ ⎯,

从
,
? 二 / ,

4,

,

二 ,

4Α
,

而不是刚度矩阵
,

质量矩阵和阻尼矩阵的所有元素
。

并且因为式 : 84 5中的4Α 个方

程类似
,

我们仅需研究其中的一千典型方程
0

一
卜

大量的工程经验表明
,

在 结构动力分析中二次精度的方法比一次精度的方法好
,

βχ =/ δΑ ?≅⎯ 在文献 〔[ 〕中指出不存在三次精度的无条件稳定线性多步法
,

故我们仅需把注意 力

集中 到三次精度的无条件稳定线性多步法的积分格式上
。

用二次精度的ε 6 χ Β 法来近似式 : 84 5
。

得

Ζ
0

8
名‘十” ‘一 万

Ν ‘” 一落
一

Ν ‘卜
‘

� 4 3
‘

△ ⎯

Ω

Β ‘

一
Η

普
Φ“ ,

·
Φ − , 一△

‘Ψ ∃
‘

: 8 Ω 5

在讨论式 : 8 Ω 5 稳定性时可使 Φ −
。 , Β

Ζ
之‘’ 十 , 一 万

言
之‘· Η

式 : 8 Ζ 5 的特征方程为

二  ,

得

� 4 。 � 丈
,

‘
0

下厂 ‘若万0 Η 8 乙岛杏

石
: 8 Ζ 5一翻

之
8

]

Ω

8一Ω: 8 一 汽+‘
△ , 5 妒 一

李、Η
∴

二 公 : 8 3 5

0

卜 一Σ] 4 0Σ
一 ( α 8Σ αΣ 4 ‘ ,

吞七Ψ 丁

肠够贴好似一尺心一Χ
.仁

0

式 : 8 Ζ 5 的解为
“‘,

Κ ∋
,
入

, ” Η ∋
Θ
乳4

”
Η ∋χ 入

Ω ’ Η ∋‘入Ζ
”

: 8 1 5

方程 : 8 Ζ 5 中有两对共扼复根
,

其中一对入
Β , 4

为主根
,

另一对入
Ω , ‘

为外来根
,

它们满足 风
, ‘
(

φ Γ入
; , 4
8由文献〔4 〕

,

不管△ ⎯Ψ ,取什么值
, 、 、

如总有

Ρ χ 二
α入

‘

Γ: 8 8 Κ ? ,
4

,
Ω

, Ζ

称该法为无条件稳定
0

图 8 为 ε 6 χΟ 法的最大
Β

特征值曲线的模
。

当杏二 Σ时
, ε 6 χΟ 法的最大特

征值曲线的模不管△⎯Ψ ,取什么值总小于/ ,

当

图 8 ε 6 χ Ο法最大特征值曲线
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努。时
,

最大特征值曲线的模小于考二 Σ时的最大特征值曲线的模
0

由此可见ε 6 Β Ο

法是无条件

稳定的
。

三
、

数值阻尼比和周期延长率的讨论

主根可以写成

入
Β , 4 Κ 且士刀? Κ 6 Χ γ〔口 :一 若士 ?5 Ε

式 : 8 [ 5 可以写成

Β ‘。 Κ 6 Χ η : 一 言。⎯
。

5 : ∋
Β 6 . 。‘Ο

。
Η ∋ 4 9 ?, , 。 ⎯

,

5 Η ϑ Ω入
” Ω 0 Η ϑ ‘入

” ; ,

。 二口 Ψ△ ⎯

互
Κ 一 8Α :∃

Θ 十 Π
,
5Ψ 4厨

_ “ χ Ο ϑ ⎯ χ Α

/Π Ψ 对/

∋ ; ,

∴二 / , 4 , Ω ,
Ζ可以 由初始条件来确定

,

若是 计算阻尼比
0

面是算法频率
,

周长延长率 为

罗刀
。△ ⎯

山△ ⎯

算法阻尼比和周期延长率可用来度量算法的精度
。

由图 4 可见
, & .< 7 ./ ⎯法的算法阻尼比最大

, ε 6 χ Ο 法次之
,

> ?/≅ .Α
一

夕法最小
。

&. <7.托
> ; 83洲

·

日

研卜 &. “权水Ψ介叮 触6Ο

> ?/≅ .Α
一
夕

/协
Σ

0

之

幼叼

 卜

Ηδ叼.04Ψ,占‘态
叼 叱 幼

。
‘

Ζ
户全

]

丁
,

Σ .
0

⎯

图 Ω 算法阻尼 比的 比较 图 Ω 周期延长率的比较

由图 Ω 表明
,
& .
<7

. = 法的周期延长率最大
, ε 6 χ Ο

法次之
,

> ?/≅
. Α 一

Σ法最小
。

四
、

超 越 现 象

在计算初始阶段
,

当 _ “ 。△ ⎯较大时
,

有的方法由于其固有的性质
,

会发生位移
,

速度

的某一项或两项远远超过 其真实解的现象
,

这就是所谓超越现象
0
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二个首由度的动办方程
,

翎劫凌应存意汉的贡献仅为前 η
一

个振戮 如、个方法没有超越现

象
,

当我们积分步长使 。 , △ , 足够小
,

而不用使 断△ ⎯ 足够小
,

就可以得到较准确的分析斌

在实际工程分析中 。
,

Ψ 。
,
可能很大

,

例可达到 8 Σ Σ Σ 这个数量级
0

如一个方法有超越现 象
,

尽管 。
。

△ ⎯ 仍很大 ; 这样在衬算韵砌差阶段
, 二
高振裂剧

0

反率的影响病态的放大
。

假定 。△ ⎯取相当大的值扩仅保留有意义的项
,

一

由文献〔Δ」
,

访?/≅
. Α 一

 位移和速度可写成

、 一

专
:卜告

, “Θ! 。 Η
“

一

音
、, △‘“。

8
, 、

。
� �

, ,

卜布汐
一 一 上 ’。‘毋%� 。十 、上 ]

谕
, “。

Σ 二 8
0

Ζ ,

刀Κ /Ψ 喻奋
‘ 二_ ‘ 。△ ⎯

0

如仗保留有意叉的项 :8Δ 幻了
‘

式 :8 Δ 75 可写成

< Β
ι . :。’5! . Η  :△ ⎯5泞。

沙Β
ι . :习5。<Σ Η . : Ν 5泞。

由式 : 8Ζ 5 ε 6 χΟ 法可写成 :为了方便不写出下标 /’5
0

8一 穴洛

—
心

4 。 、 0

/ 一 几 � 之二、孟 芝

石
⋯丈一补

止立止艺
一 Β 8

△ ⎯

:
0

8 Δ χ 5

:
0

8Δ 7 5

: 8 9 χ 5

: 8 9 7 5

: 8 1 χ 5

!
�

�飞更沙

 一!
一

丫
一!

·∀

一一寸功#

∃
议
%

月毛,%枯

如当。△ &取相当大的值时
,

仅保留有意义的项
,

一

式  ∋( 可写泌
)

∗

、
一

∃
+ 气二 , −注 .∃/ 少

)

, − 0 吞∃
一 上 二

由式 −  1 ( .

的一次方
。

−  12 . 可见
,

3 445 6 7 一
口法的位移超越现象是习的平方

,

由式 −  ∋ 2 . 可见8 9 (� 法不具有超越现象
。

表 0 为当乙二 /,

− 头: 2 .

速度的超越现象是 :

△ & ; ! / < ,

挤勺
,

、

厂互
= 翻 嗽

> 。? 。犷 玫二  /≅ Α Β5 的计算结果
∗

表  

⋯
∗Χ,Χ∗4子95几∗几∗,,卫

Δ95
0
∗

Ε
∗

Φ只甘7
甘

八曰
∗

/门
%户口1

#7匕,二曰哎∀Γ!
月△&

3 Η 05 6 7 一 /
,

Γ

8 9 ( � ,

Γ

”

△ &

3远05 6 7 一 1
,

Γ

Ι /

一   <
∗

ϑ < ∋ Δ
∗

1  

 Φ /

一 ϑ <
。

/ Φ

/
。

/ /

一 Δ <
。

∋ /

Φ  /

! <
。

ϑ <

一  订蔺Χ Κ

,
。

//

! ∋ /

ϑ 。

∋  

/
。

/ /

! ! /

 !
。

/ ∋

Δ Φ /
∗

戈砚
·

; 4二 导

///
。

/ / Λ Γ
。

Γ , Γ
∗

, ΓΓΓ Γ
。

/ /// Γ
一

Γ,,,

ΜΜΜ ΜΜΜΜΜΜΜ

一一一一一一一一

‘∗ 

 
 
,
  一000

勺Χ

/1/∗
7Γ
∗

%日%ϑ
‘∗ 

 ΦΦ

二Χ,Ν」八

八曰
∗ΟΓ八4Π丹Χ

Ι
#

Δ

Δ7
Γ
∃

心∗山

厂 Φ ϑ
∗

1 Φ

! / /

一  Ι
∗

计算也表明Θ Η05 6 7 一
/法的位移有严重的超越现象

,

而 8 9 6 �法则没有
。

超越现象的消失要经过

一个较长的时间
。

∗

8 9 ( �法直接积分格式的步骤
‘厂 见

∗

+

件
卜

万

式 −  ! . 乘以 击 可得
月 ) 一

Δ
Χ恤诬
“官辛 ,

一一!

Ρ

静
‘

疡一
‘

扣
Σ 裤“△

二二 Φ
)

, ∗ ,

Η坏
‘

畜之么‘ Η
Χ

婿
‘ Λ 矛 Μ乙

, Τ
∗

Λ

、
+‘五

之
‘口∗通
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Φ 功
‘

Γ
Ο
Ι∃」Φ功

‘

Γ
, Π Β Κ Φ 功

‘

Γ
全

〔Π Ε Φ必
‘

Γ
,

Φ Θ Γ Κ 〔价Ε Φ
‘
Γ

,

故

〔刁8〔价〕Φ
之。 Η 8 一

把「∃ /和〔Π 〕矩阵展开

8
十

二

Ω

‘

一 卜 「力5〔踌〕“一 ,
补

‘]

鲁
△ ‘
不Ο

’

“
月之一

二往%乃」

、Υ 95
95∗∗

Β

% ∗∗Χ,
∗

胜∗Χ
八曰�乙几

�∗∗ςς∗∗ς

ΑΩ/Ω一

ΒΥΞ
∗

ΞΞ、

十

Υ⋯
、
‘

了

095
∗
∗
才

Η
「。〕 〔’」

⋯⋯
Μ“一 ’

Η Ψ
Α Χ Ψ “Ω 、ΧΥ Μ 口一 Λ

Δ
。

介
一 石 飞 Γ

,

,

、
∗

 
。

�’�
� #Ζ#

一万一 布 Γ ” 一

!

一碑 干>

!

,

Λ Ρ  
—

嘴 口
!

⋯
才

Ξ
∗

了Φ
[ , 。

介
+
之么 不 嘴刀

。 Ρ #

乙

− Φ / .
Φ

丁凸
‘ & 曰

· 十 ‘ Π
料岌

,

,
’

一

Η
了

∗

Υ
#

Υ

Τ
ς

式 − Φ。 . 可变换成以下两式

Μ
“二

+

Λ
;

忘Μ
Γ

,

一誉
Γ

·
Ρ

古
一

Γ一 Λ − Φ  .

Γ
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