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内积 空 间 的 一 些 特 征

陈 祖 礼

2应用数学系4

摘 要

本文在 〔门 的基础上
,

继续讨论赋范线性空间成为内积空间的条件
7

得到了光滑的赋范线性空间

成为内积空间的儿个充分必要条件
7

设 : 是赋范线性空问
,

用 :
关

表示 : 的共扼 2 对偶 4 空 间
,

0
二 ;

2< 〔: , =6<6 = 二 6 =

表示 : 的单位球面
7

在文〔工〕中证明了如下的

引理 � 设: 是实的赋范线性空间
,

若: 满足
>

2 � 4对每个
< 任:

,

存在唯一的沂
二

任:
, ,

使得

?
二

2< 4 ; ��< ∃≅
! ,

=#?
二

≅�
二

=�
<
6=

2 Α 4?
二

2夕42 9】夕 Β �=夕 9=
<
=� 一 =�万 �=

,

丫夕〔:

则: 是内积 空间
,

而且 内积为?
二

2妇
7

定义 � 赋范线性空间 : 称为光滑的
,

若对 每个
< 任:

, < 若 。
,

存 在唯一的 甲任:
关 ,

使

==叫= 二 � ,

而且恻 <4
;
日<Χ =

,

这个泛函将用叭表示之
7

显然
,

引理 � 中的条件 2 � 4相当于空间: 是光滑的
,

而且此时有厂
二 二

�≅<6 ≅甲
二 7

若共扼空间

:
Δ

是严格凸
,

则: 是光滑的〔Ε∃ 。

又 内积空间的共扼空间是∗Φ 6Γ Η Ι ϑ空间
,

而∗Φ 6Γ Η Ι ϑ空间是一致

凸
,

自然是严格凸
7

这说明内积空间必定是光滑的
,

于是引理 � 中的条件 2 � 4是必要的
7

因

而可 以只讨论光滑的赋范线性空间
7

在文〔� 〕中证明了满足引理 �的条件 2 � 4的泛函 ?
二

关于 二

是实齐性
,

即

引理! 当 Κ 是实数时
,

恒有

厂
。 二 ;

Κ?
二 ,

− < 任:

今用更简单的方法证明于下
7

因为

2Κ ?
二

4 2Κ < 4 ; Κ Λ

厂
二

2< 4 ; Κ !

��兄 ≅6
一

! 二
6≅ Κ < ∃=

!

�】
Κ ?

二

9≅
; 6Κ =�9 ?

二

96
;
=Κ ��≅< 99 ; �= Κ < 9=

应用条件 2 6 4的假定立刻得到 厂
。 二

‘二?
二 。

本文� �  Μ年 !月!Ε 日 收到
7
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曲弓6理言
,

对实光滑的赋范线性空间
,

要使之成为 内积空间
,

其核心问题是对分 < , 夕任:
,

恒脊 一

?
二

2刀4 ; 厂
、

2< 4

显然只要考虑当
< , 万任又时

,

式 2 ! 4是否成立就可以
,

下面的定理 �

到的
。

2 ! 4

扰是根据这个想 法 得

定理 � 实的光滑的赋范线性空间 入 成为内积空间的充分必要条件是对任意的
< ,

夕任 0 二 ,

有

6ΦΟ 2 �≅
> 丫 Β 刀 =≅ Β ≅≅

> 夕一 <
=� 一 Λ Π 4 二 5

证 充分性
7

< , 8 任:
,

则

首先证明一 个类似于条件2! 4的不等式
7

注意对实光滑的赋范线性空间:
,

>
月

2、4 一 、

片
≅

互
、· , 卜 侧

=

氮、
4、

=荐、
· >

≅
一

卜介=
!

利用引理 ! 得

厂
二

2夕42 �7
< Β 日

<
≅≅夕日一 =≅

<
==

,

丫 < , , 任:

式 2 Ε 4对实光滑的赋范线性空间总是成立
7

今利用它来证明本定理的充分性
7

设 ==
<

; � ,

应用式 2 Ε 4有
刀
≅=
二 ≅9

! Β 厂
!

2万4 ; 厂
二

2Π < Β , 4气 ≅=
< Β 99

<
��2

Π < Β 夕4 ≅9 一 ==
<

==
九
Φ≅夕 ==

“ Β 厂
,

2一 < 4 ; 厂
,

2Π 万一 < 4簇 ==召Β �6Θ =≅2
Π 召一 < 4 9= 一 ==Θ ==

移项后
,

对任意的 自然数
> ,

则有
「

厂
二

2夕4毛 ≅≅ 2” Β � 4 < Β 夕 == 一 2> Β Α 4

2 Ε 4

2 Ρ 4
一 厂

,

2< 4簇 =≅2
Π Β 64刀一 <

≅= 一 2Π Β � 4

于是

?
二

2刀4 一 ?
Ν
2< 4簇 6ΦΟ 2 ==2

Π Β � 4< Β 鲜 =� Β =≅2
> Β Α 4万一 <

】� 一 ! 2Π Β � 44 ; ∀

在式 2 Ρ 4中用 一 刀代替 夕得到

一 ?
二

2万4蕊 】9 2Π Β � 4< 一 刀 �= 一 2Π Β Α 4

厂
,
2< 4簇 =≅2

Π Β 一4万 Β <
96 一 2Π Β � 4

?
,

2< 4 一 厂
二

2刀4 簇 6ΦΟ 〔�≅2
> Β � 4夕 Β < ≅� Β �9 2

Π Β � 4< 一 , �� 一 ! 2Π Β � 4〕; 5

最后得到 ?
,
2< 4 二 ?

二

〔妇
,

于是充分性得证
7

必要性
7

设 : 是实内积空间
, < , Θ任0

二 ,

则

==一
, ,, · 9=

!! ,
一 ≅卜 !一 ‘

≅≅
Π < Β 刀 �≅Β =】

, 夕一 <
99 4

“ 一 Ρ 。“

> < Β Θ 69 Β ≅=
> 夕一 <

≅� Β Λ Π

今计算上式的分子

2 =≅
。二 Β 夕 =� Β ==

Π刀一 < 9≅4
! 一 Ρ , ! “ ; 2Π < Β 乡, ”< Β 夕4 Β 2Π 夕一 < , ”夕一 < 4

Β ! ==
> < Β 夕 == ��

, 夕一 <
=卜 Ρ Π “

; !2Π Λ Β � 4 一 Ρ Π 艺 Β !〔22Π “ Β � Β ΛΠ 2<
, 刀44 2Π “ Β 6 一 ! > 2<

, 亨44〕’Σ
“

二 ! 2� 一 ”“4 Β !〔2Π Λ Β Α 4 ! 一 Ρ Π !
2<

, 夕4
!

〕
‘Σ “

但是
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一
Τ , , 一, 一, , , Τ , , 只尸 ,

Π Λ 一 Φ ;; 以 , ‘ Β Φ 4
! 一 Ρ , ‘〕, Σ ! 2 〔2Π “ Β Φ 4

! 一 Ρ Π !

2劣
,

7 4 ! 〕� Σ 皿《月 名 Β Φ

故

5簇 】」
Π < Β 穿=9Β 9=

, 夕一 < =卜 ΛΠ 镇
Ρ

⋯

劝
Ν

Π < Β 万#?Β 6,
Π 夕一 < 66干 ! ,

必要性得证
,

定理证毕
。

在任何赋范线性空间
,

Υ 奋2ς 4 ; ��吸

下面的二个极限都存在
「!�

9=卫
ϑς 9匕巨比

,

Ω 2Ρ4
Τ

、飞

腼 6=
‘ Β ϑς 6=一 �9

<
6=

7

份详曰

黔不乡 超

定义! 赋范线性空间 : 的范数称为 Υ 叙Η
ΚΞ

<
可微

,

> 为任意实数时
,

下面的极限

> 今 Π 一

若对于所有(铸 < 任: 及− ς〔:
,

而

黔
< Β ϑς 卜 ==<

都存在
,

把此极 限记为 ‘
二

2ς4 Ψ!Χ
7

显然有

赋范线性空间: 的范数是 Υ 尔 “Κ Ξ <
可微令今对 − < ,

ς 任:
,

有

Υ 奋2ς4 ; Υ 石2ς 4

此外
,

还有如文下〔! 〕的结论
>

赋范线性空间 : 是光滑今 今它的范数是 Υ 奴
“

ΚΞ
<
可微

‘
7

考察定理 � 的条件
,

首先有

�
Ζ

孟 个 —万
< 皿

+Ο
[

一
[

一竺一
[

一二一一一
”, 7 �

”

二 Υ畜2夕4 ; Υ
二

2夕4
,

,「
Ζ 7

� Ζ �7 日
Ζ Ζ

6 ,

�� 梦一
一

霖 弄 �� 一 ��Π 66

6∴」Π

—
二 一 Υ

7

2劣4
, 令二 �

Π

�加飞2 9【
Π < Β , =卜 99

Π 夕一 < ��一 ΛΠ 4 ; Υ
二

2夕4 一 Υ
,
2< 4

因而定理 � 是如下定理 �� 的变形
>

定理 �
‘

设 : 是实光滑的赋范线性空问
,

则: 是内积空间令今对丫< , 夕任:
,

有 Υ
>

2妇 二

Υ
,

2< 4
7 Ζ

、
7

飞

现在应用引理 ! 及定理 � ’也可给出引理 � 的另一个证明方法
,

对≅6<66 二城 , 6
,

利 用 式

2 Ε4 得
’ 7

“
卜

、

Ζ
·

2Π 一 Α 4了
二

2二4 Β ?
二

2万4 ; 介22Π 一 Φ 4< Β 夕4簇 �=< Β ==了耗2
一

不二 一 又娜坷4 9卜 ≅�劣�9

即

?
二

2妇 2 以
Π < 十列 一 99

Π < 9= 一
￡ 、、

Τ

?
二
2夕4 2 6ΦΙΠ

�
Ζ Ζ

> 6, , Ζ , ,

9】弄 ,?Τ 一万6= 一 ��弄 ≅=
刀 、

·

, 认‘扮4

扮了

�一Ι

伙

季
从引理 � 中的条件 ,Λ 4

,
’

对 − 沁
一

∴ 〔客二
,

有
Τ

关662�
� � Ζ 、

Ζ

一 万 Ι , 、弄 , 一 ?
一 >

刀

2< 4簇 9≅< Β 99<

故得 任≅一十
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,

幼

一 ?, 2<4 ‘ςΟ

, , Ζ ‘

Φ
Ζ

��

「人 一 一 万99 一
刀

�

趁

二 一几 2万4 ; 一 Υ
二
2穿4

因而对 − < , 夕〔 0
二 ,

恒有

?
二

2夕4 一 厂
,

2万42 Υ
二

2夕4 一 Υ
二

2刀4 ; ∀

由此不难得到八2, 4 一 ?
,
2二4

7

引理 � 证完
7

仍设: 是实光滑的赋范线性空间
,

为得到另外一些使< 成为丙积空间 的充要 条件
,

采用

前面的记号
,

按引理 !
,

对应 < 5 ?
二

是实齐性
7

若此对应是可加的
,

即

?
二 Β , ; 厂

二
Β ?

, ,

− < , 刀任:
、

2 ⊥ 4

则有
一6< Β , Ι一

! ; ?
二 Β ,

2< Β , 4 二 ?
二

2二 Β Ν 4 十 ?
,
2二 Β , 4

’

三36牙≅Ι
Λ Δ ?

二
2, 4 、 Δ

Ν
2二4 Β ��Ν !�

!

==
< 一 夕9�

! ; 厂
二 一 ,

2< 一 夕4 ; ?
二

2< 一 夕4 一 ?
,
2< 一 夕4 二 日

<
≅≅
么 一 人2梦4 一 ?

,
2< 4 Β 日互��

!

把上面二式相加
,

就得到< 的范数满足伞行西边形法则
>

�=< Β 夕】=
“ Β �=

< 一 万=6
“ 之 ! 2≅=< ==

“ Β ==, ==
“
4

,
一

− < ,
, 任:

7

因而式 2 ⊥ 4也是使实光滑的赋范线性空间成为内积空间的充分必要条件
7

但式 2 ⊥ 4等价于下

面 两式同时成立
>

·
、

2?
二

Β ?
,
42< Β 万4 ;

Ζ

�=< Β 夕�9
! ,

�9?
二

Β ?
,

�卜 99
< Β 夕9≅

,

− ‘ , 夕任 : 2 _ 4

下面的定理指出条件 2 _ 4可被减弱
7

’
一 ’

定理 ! 设: 是实的光滑的赋范线性空间
,

则< 成为内积空间的充要条件是

≅≅?
二 Β ?

,

=9常月< Β 列
,

、 ‘ 、

− 布
>

诊任: 一

证 必要性是显然的
7

现证充分性
,

设 < , 夕〔:
,

则

2产
二 Β 沂

,

42< Β Ν 4‘ ∴2?
二 Β ?, 42< 护功卜城村<

>

年旁#9
‘

一
‘

2 Μ 4

以 2一的代替式 2 Μ 4中的 夕,

又得到

≅9< 一 , ==
’

4 2?
二 一 ?

,
42< 一 万4 ; 9�二 ==

, 一 凡〔的 一八丈幻
、
Β ∗

一

Θ ≅=
么

2  4

式 2了 4可写成

≅=< Β 穿=6
“

妻 ≅≅< =≅
! Β ==夕≅≅

么 Β ?
二
2穿乒Β 厂, 2二4

‘
·

、 2 � 4

把式 2  4与式 2 � 4相加
,

得

==< Β Ν �=
! Β ==等二 夕==

! 4 ! 2==< 9=子Β ==8 =�
>

4 丫 < , 犷任: 2� ∀ 4

由于
< , 夕是任意的

,

在式 2� ∀4 中用 2二 Δ
一

刃代
< ,

用 2< 一 Θ4 代 , ,

又得到

! 2�6< Β , ==
“ Β ==< 一 夕9=

“
4 2 9【2< Β 夕4 Β 2< 一 梦4=9

“ Β 992< Β 万4 一 2二 一 , 4 ==
“

; Ρ【9< 6=
么 Β Ρ �=, 】�

! ,

− < , 夕任: 2� � 4

联合式 2�∀ 4
、

2� �4 可得到平行四边形法则

99< Β 夕==
! Β ==< 一 夕=�

“ ; ! 2==
<
】=
“ Β =】夕9�

!
4

,

丫 < , 夕任< 心Φ牙4

故: 是内积空间
,

定理得证
7
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从上面的证明过程
,

顺便看到了式 2�。4
、

2� �4 是等价于式 2� !4
,

即等号可用一单向不等

号代替之
。

同理可证下面的

推论! 设< 是光滑的赋范线性空间
,

则: 是内积空间的充要条件是
‘

2?
二 Β ?, 4 2< Β 夕4 ; 9=< Β , ��

! , 了

− < , 夕任:

所可注意的是当空间: 为复的情况也成立
7

讨论与文〔� 〕中定理
< , 夕, Α 任:

,

则

9=< Β , Β 刘
“ ; �=<66

Λ

,
7

9
Ζ

“

类似的几个表达内积空间特征的恒等式
7

先设 < 是内积
,

空 间
,

Β =9, =�
“ Β

’

==
!
��Ν Β Λ/ Η 2<

, , 4 Β Λ/ Η 2<
, > 4 Β Λ/ Η 2夕

, > 4

; =6< =�
! Β 9】分=9

” Β 9�
二
#9
么 Β 寺〔ϑ�二 Β 万��

艺一 �6< 一夕��
! Β ==

< Β Α
=�
“ 一 Ψ9< 一 >

�9
“ Β

99夕
Β >
】=一 =9夕一 > =�

! 〕

二 �【< 6=
! Β ≅9夕�9

“ Β �9
Α
9=

! Β 专〔!��
<
69

! Β ! �9夕��
! 一 ! =卜一 夕9�

! Β ! 9=< =≅
! Β ! �=

>
≅=

! 一 ! ≅6< 一 >
9=
!

Β 刘到
! Β 到研

! 一 !腼
一

,
·

刘勺
; Ε 2Χ6

<
66‘Β ��, ��

, 、 Χ=
Α
日

, Α 一 29?殆一 酬序Β 6∴< 一 > =9
, Β Χ≅Ν 一

>
=9

, 4 2� Ε4

反之
,

若< 是赋范线性空间
,
其范数满足式 ‘�朴

犷
在‘�Ε 4中令

> 二 。,

立得
Τ

≅9
< Β 夕=�

! ;
∃

Λ 29�劣=≅
! Β 日夕日

‘

! 4一 �=“
, ��

’,
、

一 ,

可见式 2�Ε 4也表征了赋范线性空间成为内积空间的充要条件
。

还有类似式 2� Ε 4的公式
, 这里

不一一写出
7 。

, ·

在文〔� 〕中指出
>

若 : 是赋范线性空间
,

且对任意的< , 穿, Α 任:
,

有
‘

协
、

认

≅6
< Β , Β >

∃6
, ; #防 Β 酬9

, Β
’

Π纪 Β >
==

, Β =9, Β 二
#=

, 一 、��戈 ≅�
! Β =ΧΝ 69

, Β 6=
>
9=

,
4

、 ‘

、
7

一

, > 2� Ρ 4

则: 是内积空间
,

而且式 2妞4表往了内积空间的特性
7

,

今把式 2� Ρ4 推广至含有多个元素的情况
7

先设: 是内积空间
, < ‘

任:
,
矛; �招

,
Ε

,
Ρ7

9沐
> Β < Λ Β < 。 Β < ‘

≅=
’; 2<

, Β < Λ Β < Ε Β < Ν , < > 十 < Λ Β < Ε Β < ‘4
一 、

> 巧
∃ ‘

犷
>
一 >

甘 2认、大
7

,

认

; 99分
,
片
『Β �=二

>

9=
绝 Β �=尤

Κ
】≅
! Β 96<

‘

9�
! Β !刀Η〔2<

, , 二!

4 Β 2<
> , 万 Ε

4
‘

Β 2<
, , < ‘

4 Β 2< Λ ,
·

工 > 4 Β 2<
> , < ‘4 Β 2< > , 义、 4〕

二 ==<
,

99
! Β 99

< Λ

=9
! Β =6

< Ε
】�

! Β =6
< ‘

9�含Β 96<
> Β < >

��
! Β �=<

, Β < Ε
=≅
、
Δ

Φ、
一

戏
=9‘

十
’

? 6

Β =Χ
< > Β < 。

ΦΧ
! Β #=

< Λ Β < ‘

9=
! Β ==<

Ε Β < Ρ

�∴
! 一 Ε 2#6

< ,
=≅

! Β =9<
>
=9

! Β ��二��
! Β �=<

‘

�=
! 4

��
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洲少户�∀ 、#入∃

士
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&∃二
‘∋ 二 ,

((一乏名 &)二
‘

∗)
堵

一
“

一

川
弓扮

’

+ 下 叭

, ( − .

可见式 , ( −. 也表征了赋范线性空间成为内积空间的条件
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