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退缩反应扩散方程解的 <0 / = 一叩

与一致有界性
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文中应用极值原理讨沦退缩反应扩故方程的 比人 ?0
几

边从间坦解 ≅’0
Α

8ΒΧ 即寸间的 < 0。= 一 : Δ
,

> 
 

2

丁出解的 <0 / = 一 : Δ 速率 的上界估计
,

证明在对称区域的情况 只 仃一个 < 0/ = 一 : Δ 点
。

五妇爪

程的始边值问题解在某种假 Χ璧下整体一致有界二这个界不浓恤 厂时河月

引 言

非线性偏微分方程的 9 Ε :Φ Γ Η 问题或混合问题
,

在一 定条件下 可 产 生 <0
/ = 一 : Δ 现象

。

而 <0 / = 一。 Δ 现象有广泛的现实背景
,

因此这方面的研究近年来发展非常迅速
,

尤 其 是
,

最

近关于 <0 。、一 : Δ 点的分布以 及解在 <0
/ = 一 : Δ 点的性态研究工作的发表

‘, Ι “, ,

灭弓ϑ起人 们 的

兴趣
。

关于 < 0
/ = 一 : Δ 问题的工作大致有以下几个方而

Ι

80> 现有的工作大多是考察产生 < 0/ = 一 : Δ 现象的充分条件
,

这一方面的研究 已相 当深

入
2

然而
,

由于这些工作所用的方法不同
,

即使是讨论同样的问题
,

置于问题的非线性项和

初值的条件也不尽相同
,

且这些条件很难加以比较
2

所 以这一方面的研究仍有深入的必要
。

8Κ> 关于 < 0
/ = 一 : Δ 时刻上

、

下界的估计
,

现已有人工作
‘牡一 精确估计发生 < 0

/ = 一 。 Δ 时

刻是较为困难的问题
。

8� > 解 < 0
/ 、、一 : Δ 速率的估计

3Κ 一‘Β 2

8Λ> 解 < 3
1 = 一 : Δ 点的分布的讨论

,

在文献 〔3
, Λ〕中讨论了在对称区域 3 Ι半线性 热 传

导方程的混合问题
,

解的 < 0
/ = 一: Δ 点的集合只有单个点组成

,

当区域为」卜对称情 形 时
,

解

的 <0 / = 一 : Δ 点集是一个紧子集
‘Λ3 2

文献〔Μ3 还考察了非线性双曲型方程的 ΦΕ :Φ Γ Η 问 题
,

他

们证明了问题解叮 < 0/ = 一。 Δ 点组成的曲线是连续可微的
,

这个结果是很有意思的
。

本文研究类似于文献 〔6
, �〕所研究的一类退缩反应扩散方程 、

木文 3 4 � Μ 年 4 月 3Κ 日收到
2
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Ε 8: > 0, ‘二 △ 8功8
: > > Ν Ο8: >

的非线性边值条件的 <0 / = 一 : Δ 问题
2

我们主要用极值原理
,

因而所给出的条件与文 〔6
, �〕

有所不同
。

文中还给出解 <0 / = 一 : Δ 速率的上界沽计
2

以及在对称区 域 只 有 一 个 < 0/ = 一 : Δ

点
2

最后
,

讨论了方程的始边值问题解在 某种假设下是全局有界的
,

这个界不依赖于时间
。

文 〔6〕有类似结果
,

可是文 〔6〕中解的上界是依赖于时间的
。

二
、

解的 < 0/ = 一 : Π

设 ; 是
刀 维欧氏空间 砂 中的有界域

,
口; 为 ; 的光 滑 边 界

,

并 记 口 Θ ; Ρ 8!
,

. >
,

〔
,。 “ ; 、

?1 Σ
, 厂 Θ 夕口 Ρ 8!

, . >
。

考虑问题
、2声、产,二4‘了、了2、Ε 8。> : Ι Θ △ 〔功8

: >〕 Ν Ο8: >

之竺
Ν 口 8Ι‘> 二 。

! 九

忍8Ρ
, 1 > ΘΘ 打。8Ρ >Τ !

李
’、

中 Ι
为口灯的外法向

,
口; 的每点有强内球性质

2

在 ! 内

在Υ

在 ς。
8� >

定理 3 设 Ι‘8Ρ
,

≅> 为问题83 >一8� >的光滑解
,

并满足条件
Ι

8 ∗ > Ε ,

功
,

Ο和 Ε 是光滑函数
,

对所 有 的
Ι Τ 1 有 Ο87>> 1 ,

功
,

8Ι >Τ 1 及 Ο81 > Θ 1 ,

小
‘
8!> Θ 1 ,

并对所有
7 > 1 , Ε 87 >洛 Ε /

Τ 1 ,

功
”
87>> ! 和 Ε 87>> 1

2

8 : > Ο
分
8Ι >必

,

87 > 一 Ο
‘
8Ι >功

”
8Ι >> !,

必
“
87 > Ε 87 > 一功

尸

87 >Ε
尹
87 > > 1 , Ω 7 > 1

2

8卫∗> 对 Ω 7 > 1 ,

在 厂有

Ε ,

8Ι >必
‘
8Ι > Ν 二 8, >诱

33
8Ι >乡 1

Ε 87 >仁协
,
87 >Ο

,

87> 一 诱
,
87 >尹87 > Β》 Ε ,

8Ξ >Ο8Ι >诱
‘
87>

8一Ω > 记 脚。 二 Ψ Ε Ρ 。。8Ρ >Τ / , 了手存在常数
￡》 /

,

使
!

苗
,
8Ι‘。>

Ε 8取
。
>
〔△ 8功8

。。>> Ν Ο8Ι 。> Β夕 Ι Ο8: 。>

、

, 。
、

「
“

沙 828 >
又 、 > 飞已 行 曰‘少 Θ 0 一

Ζ Ξ Ξ

 Ε≅ / 从 7 >
[7

,

设 ‘8Ι >收敛于常数 9
。

那么存在 ≅ Ι Τ !
,

使

3山3

忿介 孟Χ

) >Ε ∴

!

: 8Ρ
, ≅> 二 十 Φ/ 8Λ >

杏仁‘Σ,

85 >
峋枷月
ϑ
 , 2占乙

]义

证 令 , , 二 功
尸
8: > Ι‘Ι 一 。Ο8。 >

川条件 8 〔>一 8 3Ω >经直接计算得

Ε 8。 >, , ‘ 一 功
’

8。>办
2

Ι 一 Ο
尸

8: > Ξ 二
【功

”
8“> Ε 8。> 一 功

‘
8Ι > Ε ,

8、> Β
: Ξ

Ι

Ν Ι 「Ο
介
8。>功

,
8 ,‘> 一 厂

,

8。 >功
”
8。 > Β 36 “ϑ

“
Α

、 !

妇 厂
‘

8:> 有上界
,

否则有 Ψ Ε ] 。8Ρ
,

≅> 二 Ν /Φ
,

结论便得
2

而在 Υ 上
,

口

在 口内

Ω 满足
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功
,
8· >一

豁
,

Ν Ι Ε
,

、· , 。
,
86‘, Ν Ε

丫
· , ,

“
8· , ,

”

Θ Ι ?Ε 8: > ΟΟ
‘
8: >功

‘
8: > 二 Ο8Ι‘>功

0,
8: > Β 一 厂8。>功

,

8: >Ε
,
8“>Σ妻 1 8Μ >

由此可得在 Υ 上 , > 1
2

若不然
, 在 Υ 有负的极小值

,

设在8扩
, ≅哥 >任Υ 处达到

,

那 么83 >当
: 扮 三 Ι 8Ρ

苍 , ≅签 > Θ / 时
,

有
, 8Ρ

书 , 才等 > 二 必
,
8。>。

‘一
‘

Ι Ο8。> 二 / Ξ 8Κ >当
Ι‘
心
Ρ 廿 , Υ备 >Τ 1 时

,

有

功
,

8。
书
>》 / ,

而这时
口夕8Ρ

份 , ≅ 苍 >

口) ⊥ 1 ,

所以有

功
,
8。

ϑ
>

一

它些
十 「。

,

8Ι
二

>功
,
8。

·
> 、 。 8Ι

,
>功

,
8,‘二 >3, ⊥ 。

/ )
·

’

与式‘Μ> 矛盾
2

又

岁8Ρ
, !> “ 世蜒玩

Ε 8左。夕
之 8必8

Ι 。>> Ν Ο8。。> Β 一
Ξ Ο8: 。>介 !,

在ς。上

因此由极值原理便得

Ξ 二 诱
,
8。>。

‘ 一 Ι Ο8: >》 1

积分
,

由式 86 >得

_8
。 > 一 ϑ

“

义交匕[7 、
￡Ι

6 卫。 才戈了少
8� >

于是
,

式 8Λ >
、

85> 的结论可由式 8�> 和条件 8 + >推出
。

推论 设 。
8Ρ

,
≅> 为问题 80 >一 8� >的光滑解

,

满足定理 3 的条件
,

并设 夕 仁>Τ 仇

其中 ∋
一 ,
为 ∋ 8: > 二∗

左 8Ρ
, ≅>蕊

吏
Α

今>Α [ Ι

Ο87 >

≅>‘尸
一 ‘
〔
Ι 8≅

Ξ
二 ≅> Β

刀Σ百么有

84 >

证 因 功
,
87 >Τ 1

,

所以 ∋ ⊥ : >

式84 >
。

的反函数
。

的反函 数 ∋
一 3
存在 巨为单减函数

。

从式 86 > 积 分
,

即 得

三
、

在对称区域上的 < 0/ = 一: Δ 点

考虑 日 是球 ⎯
Ι 二 ? 0Ρ0 ⊥ # Σ的情形

,

为简单起见
,

令 Ε8 。 >三 3 ,

方程 83 >成为
Ι Ι 二 △ Ο价8

Ι >  Ν Ο8: >
,

在⎯ Ι Ρ 8/
, . >内 83

,
>

边值条件8Κ> 取为

: 8#
, ≅> Θ 1

,

在口⎯
, 火 8/

,
. >

Α

仁 8Κ
,
>

以及初值条件 8�> 附加假设

: 83 , / > Θ : / 8. >> 1
、

8�
,
>

并在 1 ⊥ 3 ⊥ # , 。。‘8Η > ⊥ 1
2

那么
,

当置 Ξ。 Θ 3 ” 一 ’

功
,
8: > : , ,

如同文以Β那样证明
,

就有

引理 3 在⎯ , Ρ 81
,

. >门 ?ΥΤ 1 Σ中

加 二 , ” 一 ‘

功
,
8Ι‘>双

,

簇1

定理 Κ 设函数 :8 , ,
≅> 为问题 83

‘
>一8�

,
>的光滑解

,

并满足条件
Ι

‘

8 工> 设 功
,

Ο是光滑函数
,

对所有 7Τ !有 沂8力 Τ / ,

以及对所有
Ι > / 有少 8Ι >

,

功
“
8Ι >

> !
。
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8户 对所有
7Τ 1

,

存在函数∋ 8户Τ ς
,
以及对所有 , > 。

,

尸协孙。
,

∋
即

87 >》。,
并存

在充分小的
Ξ Τ !

,

使
’

Ο
,

87 >∋ 87 >一 Ο8Ι >岁
,

87 >少毖
Ι

∋8
7 >户

护

87>
’
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和
。

一
2

]
一

夕一
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,

87 >二尸 8。尹 87 >> /
·

伙 83 衬
成立

。

8班 > 设初值
。。8Υ > > 1 ,

满足

“。,

8Υ> ⊥ 1 和△ α功8
左。> Β Ν Ο8

“。>> 1
‘

83 Κ >

8那 > 记 β。 ΘΘ Υ ) ΕΡ 粉。8Υ >Τ 1
Ζ

丁沂
功

,

8、>
‘

∋ 87 >
[ Ι 收敛

。

那么问题 83
‘
>一8�

,
>的解仅在

, Θ 1 发生 <0/ = 一: Δ
2

证 首先
,

把方程 83
,

>和边值条件8Κ
,
>对 ≅ 求导

,

于是由假设式 83Κ> 立即推出在

刀。 火 81
,

. >中
。Ι

> 1
。

令
, 。 ΘΘ Ι ” 一 , 功

,
二 Ξ “ 一 ’劝

‘

8。>。
, ,

方程 83
‘
>可改写为

叙‘一
, 扩,

二 Ο8。>
,

在 1 ⊥ Ι ⊥ #

有

83 , >

门2二一尸

�犷

将式 �  ” !对
,
求导后

,

在两端 同时乘以  ∀
“ ‘

尹 �#!
,
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。‘! 。

,

功
”

! 。和引理的结论
,

式 �琦 !右端的最后二项为非正
∗

+ , #, ∋ ‘下”− � # !

那 么由式 �  .! 得出

/0 犷0 1
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,

设
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,
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由假设 �   ! ,
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,
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一 6: ( 卜‘尸

‘
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,
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卜:Π 与一致有界性 Κ哆�

又由假定 8�
,
>和式 83 Κ>

,

只要选取
￡
充分小

,

就有

∗ 8了
,

1 >8 1

并且由边值条件8Κ
Υ
>和 83

护
>

,

只要取
￡
充分小

,

就有

χ
,

8#
, ≅> Θ α留

。 Ν 。Ι “

∋
,
8Ι > Ι

,
Ν 。) Ι 一

’
∋ 8“ > Β ϑ

, 二 Ι

‘ α留
,
Ν 。, Υ “ 一 ’∋8。> Β ϑ

, 二 ,

Θ 一 #
“ 一 ‘

α Ο81 > 一
。) ∋ 81 > Β镇 1

因此
,

在 ⎯
Ι Ρ 8/

,
. >有

∗8犷
, ≅>成 1

即

一价
,

8: > Ι
,

》 7
Υ∋ 嵘

。> Ξ

又因

Ο
‘
Ζ

 万1

砂
,

87>

∋ 87>
一[ 7 ⊥ Ν Φ/

推知

”
『 , , 、 , Α

「
Ν ‘

。 &: 气Υ, 2> 」云 ϑ
Α 2

乎“ 几尸 尽声

且如果对某个
ΥΤ / ,

当 ≅ , ≅ Χ 时
, Ι 8Υ

, ≅>” Ν Φ/
,

盾
2

定理证完
。

、

全Α ϑ
一 ,

一

[簇》奋
δ Υ ε

, 气一 Κ 一
0ΧΨ _ α

: 8Ι
,

≅, ≅ 0

83 5 >

≅> Β
Θ /

,

这与式 83 5》矛

 一
声、二右Υ毛一−

人Υ、

四
、

解的一致有界性

下面讨论问题
Ε 8: >。

Ι 二 △ α毋8
: > 0Ν Ο8

: >
,

在口 Ρ 81
, Ν Φ/ > 83 Μ >

。
Σ
二 Θ / ,

在  身 Ρ 8/
, Ν Φ/ > 8Κ 6 >

Ι 8Ρ
, / > Θ “。8Ρ >爹 1

,

在 口
。 83 � >

的正解当 Ε8 。> 二 俨
一 , , Ψ Τ 1 ,

踌8: > Θ Ο8: > Θ 砂
,

ΠΤ 3 时解的一致有界性
2

文 【6 3 有类似的

讨论
,

但那里解的 &叹 ς , > 范数依赖于 .
2

现 用迭代法 α42 ’1Β 证明
,

上述问题 83Μ >一 83� >的解
。8Ρ

,
≅> 对所有 ≅少。都是一致有界的

2

定理 �

83 > 当

83 � >的正解

8Κ > 当

先证

引理 Κ

设
。。8Ρ >〔 &“ 8口 >

,

且 : 。8Ρ >> 1
2

Ε 8: > Θ Ι‘“‘ 一’, ‘) Τ / ,

必8
: > “ Ο8: > Θ Ι Δ ,

一

乡Τ 0
,

且 ∗口Σ《 0时
,

那么 ∗’/Ο 题 8ΚΜ > 一

:8 Ρ ,
。对所有 ≅> / 一致有界

· ’ ·

⋯
Ι

2
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“’Θ “’ ,

“
“ , Θ “
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, ““

,

?
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·
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7 : Δ ϑϑ

。8‘
,

‘ 1

‘>∗Σ
2 8 β ‘ ≅
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,  , Ζ
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∀
,
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,
∀ / ,

气醉尹

·

山
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且 , Τ ,二ΕΡ 8粤
乙

Δ 一 , , Ι >
2

胚
, φ 8

Υ
>

, ‘嘴0
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