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求最优树的顺序破圈法

林 永 发

7应用数学系 8

摘 要

最优树问题在生产实践中有广泛的应用
#

木文给出了 一种求最优树的方法一训员序破圈法
#

它

比管梅谷教授所提出的方法—
破圈法

,

证明简单
、

计算方便
#

容易充计算机 卜实现
,

树是图论中的重要概念
#

求最优树的问题
,

在生产实践中有广泛的应用
,

因而对它 已有

不少的研究
#

本文给出的求最优树的方法
—

顺序破圈法
,

比管梅谷教授给出的方法
—

破

圈法川
,

证明简单
、

计算方便
#

容 易在计算机上实现
#

一
、

基 本 概 念

设‘ = 7 
,

3 8是一个有限无向连通图
,

其中 表示图>的顶点集
,

3 表示图> 的边集
#

一

个满足条件3 ? 〔 3的图> 的子图0 = 7
‘

≅
,

3 Α 8叫做>的生成子图
#

对图 > 的一条边
。‘相应地有一个数 ∀7 。‘8

,

称 ∀7 ! #

8为边。的权7或长度 8
,

图口连同在它边

上的权称为赋权图
#

若> Α
是赋权图>的子图 , 则口

?

各条边的权之和称为‘
Α 的权

#

不含回路的连通图称为树
#

若 5是图> 的生成子图
,

又是一裸树
,

就称5 是图>的一裸 生

成树
#

所谓最优树问题就是在赋权图> 中寻找具有最小权的生成树
#

二
、

顺序破口法

首先把赋权图> 的边按权从大到小的顺序排列
Α

: 一, 口� 一
‘

二 , 口一

其中‘是图>的边数
#

当> 中有某些边具有相同的权时
,

∀7: , 88 ∀7: Α 88 ⋯ 8 ∀7: 二 8

首先检查
: , ,

若
: Α
是图> 的某一个回路的一条边

,

把 : Α

本文 %< � Β 年 < 月 %& 日收到
#

这些边的顺序可任意排列
。

即

去掉
,

否则留下 : Α ,
得到子图>

Α ,

接
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着检查: Δ ,

若内是>
∀

的某一个 回路的一条边
,

就把 : Δ

去掉
,

否则留下 : Δ ,

得到子图> Α ,

再检查

凡
,

如此继续下去
,

直到所得到的子图不再 含有回路时为止
,

该子图就是> 的一棵最优树
#

例 求图 ∀ 所示的赋权图> 的一裸最优树 7图中括号内的数字为该边的权 8
#

摊摊解解

黑黑葺葺

Ε Β
Φ动

Ε

图 %

ΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑ沪灌灌ΓΓΓ磷声声声 买歼歼歼 头黔黔
⋯⋯絮遥遥遥 豫蓬蓬蓬蓬

把边按权从大到小的顺序排列
Α

: Δ
7 � 8

, : ,
7 ( 8

, : 。7 ( 8
, : , �

7 Β 8
, : , (

7 Β 8
,

: Α Χ
7 ∋ 8

, : 。7 Η 8
, : ? ?

7 Η 8
, : Α 。

7 Η 8
, : 了

7 Χ 8
,

: , ! 7 Χ 8
, : .Β 7 Χ 8

, : Χ 7 � 8
, : 。7 � 8

, : Ι
7 � 8

,

: ‘7 % 8
, : 、。7 ∀ 8

由于几在图>的回路
: ,
几 : ?

中
,

把 : Δ
去掉

,

得子图> , 7图 � 8
#

由于
: ?
在图> ? 的回路

: ? : : : ! : Α

中
,

去掉
: ? ,

得子图> Δ7图 Χ 8
。

由于 : :
在图> Δ的回路

: : : Α Χ : 。
中

,

去掉
: 。 ,

得子图> Χ 7图 Η 8
#

由于
: ? Α
在图> Α 的回路

: , , : Α Δ: , 。

中
,

丢掉
: , , ,

得子图># 7图 ∋ 8
#

由于
: Α (
在图>

Α

的回路
: Α ? : Α 。: , (

中
,

去掉
: , Α ,

得子图>
。
7图 Β 8

。

由于
: Α Α
在图> 。的回路

: ? Χ : ? 。: .。
中

,

去掉
: , Χ ,

得子图> Β 7图 ( 8
#

由于
: 。在图> # 的回路

: ! : ! : 工。: Α 。: Α ,

中
,

去掉
: 。,

得子图>
(

7图 � 8
#

岁岁岁岁岁岁瞬瞬罗罗咬咬咬 多糙糙
乡乡约约约约

由于: Α Α
在图> Α的回路

: Α : , 。: Α ? : , Α
中

,

去掉
: Α Α ,

得子图> # 7图 < 8
。

,

由于
: Α #
不是仇 的任一回路的边

,

留下: , 。#

由于 : , 在口
#
的回路凡‘声

, ‘电
,
去掉“, ,

’

得子

图> #7 图 % &8
# ϑ

#

Α
一 #

由于
: Α 。, : Α 。,

‘都不是仇的任一回路的边
,

留下“ Α 。 , : Α # , : , ,
#

又由于人在图># 的回路

‘:# :# 中
,

去掉内
,

得子图> 、。 7图 ∀劝
。

#

ϑ
ϑ

# , 、 、 ,
‘ Κ

一
在图口

Α 。
中不含回路

,

它就是图> 的一裸最优帐
、
、

一
’

、
ϑ #

#

一

子
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三
、

方法的证明

引理 2 5是 Λ阶连通图>的一棵生成树的充分必要条件是岁为> 的有 7 , 一 ∀8 条边的连通的

生成子图 %� , #

引理 � 图>的一条边 Μ不包含在> 的回路 中的充分必要条件是
。是‘的割边 %�%

。

引理 Χ 在树中不相邻的两个顶点间添上一条边
,

恰好得到一 条回路川
。

设 5
南

是 由顺序破圈法得到的 Α
阶连通图> 的一棵生成树

,

刃Ν‘么有

引理 Η 如果 5 分

的边 。是图>的某一回路 1的一条边
,

那么1至少还包含一条权大于或等

于 ‘的权的边
#

证明 用反 证法
,

假设回路1的其它边的权都小于
“的权

,

那么用顺序破圈法检查
。时

,

应该把它去掉
,

这与“是5
举

的一条边矛盾
。

顺序破圈法的根据是如下定理
#

定理 由顺序破圈法得到的任何生成树5
寮

是 Λ
阶连通图‘的一棵最优树

。

证明 由引理 % 可设5
分 =

Γ
Μ , , Μ Δ ,

⋯
, Μ卜

,

Ν
,

另设 5 =
Γ

: , , : Δ ,

⋯
, : 。 一 ,

Ν是图 > 的 任

意一棵生成树
,

那么只要证明5
取

的权簇 5的权即可
#

我们对5
半

与5所含的不 同边的条数Ο用数

学归纳法证明之
#

当 Ο = % 时
,

不妨设
“ , = “ , , 气 二 几

,
⋯

, Μ 。 一 � 二 : , 二 Α ,
,

但己
。 一 Α子或

一 , ,

即
Π 二 一 Α

吞5
,

据 引理
ΑΧ 知

, 5 Θ Μ , 一 ,

含有唯一的一 条回路 1
,

入
一 Α

必是回践1 的一条边
, 否则

5
#

含有回路Π
,

这与5
介

是>的生成树矛盾
#

据 引理 Η , Μ , 一 Α 的权‘
: , 一 ,

的权
,

显然
, Ρ

辛 二

75 + 己 , 一 Α
8 一 “ 。 一 , ,

所以 5
寮

的权 = 5 的权 十 Μ , 一 ,

的权 一 : , 一 ?

的权‘5 的权
,

结论成立
。

彼设当

Σ “ 姗寸
,

结论成立
#

当Ο“ Τ Υ %时
,

即5
带

与5 含有Τ 十 %条不同边
,

不妨设
。 工 = : Α , Μ Δ 二 : Δ ,

⋯
,

‘
一

卜 � = :,#
一

卜 � ,

但气
一

卜
, ,
⋯

, Μ , 一 工

与 : 。 一

卜
Α ,
⋯

, : Α 一 ,

任意两条边都不相同
,

即 Μ , 一

卜
,

否5
,

据引理 Χ
, 5 口 Μ , 一 ς 一 Α

有唯一 的一 条回路1
Α ,

1 , 至少含有口
, 一

卜
, , 。。 一 ς ,

⋯
, 。 , 一 ,

中的 一条

边
,

否则
,

5
争

含有 回路 1
Α ,

这与5
分

是>的生成树矛盾
#

不妨设
: , 一

卜
,

是回路 Ε
#

的二条边
,

我们说
, : , 一 七 一 、

是回路1
,

中权最大的边之一
,

否则
,

「

若1
?

中有某一边
。‘的权大于 :

。 一 , 一 ,

的 权
,

那么按顺序破圈法检查乙时
,

应去掉
。‘

保留
: , 一 ς 一 Α ,

这与5
水

的取法矛盾
。

所以
。, 一 , 一 ?

的权

簇 :
, 一

卜
,

的权
。

据 引理 � ,

入
一 , 一 Α

不是5 + 己。

一
、

的割边
,

因此
,

尹 = 75 + ‘
一

卜
,
8 一 : , 一

卜
,

是含有 7Λ 一 ∀8 条边的连通图
,

据引理 % ,

尹 是>的另一裸生成树
,

5∀ 的权 = 5的权 十 刃, 一

卜 Α 的

权
一 气

一 ς 一 Α 的权 7 5 的权
。

由于 尹 =
Γ
。 工,

勺
,
⋯

, Μ 。 一

卜
? ,

气一
,

·

,’, 几
一 ?

Ν 与 5
岌

是>的 含
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有无条不同边的生成树
,

据归纳假设
,

5
#

的权簇5∀ 的权
,

因此
,

5
#

的权《5 的权
,

这就是说
,

5
带

是图>的一裸最优树
。
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