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摘 要

这篇文章是从事于内积空间特征的研究
·

我代3有
‘

定理 ! 一个复< : = : > 五空间成为( ?比 ≅ Α Β空间的充分必要条件是对于任何 二。,
,

使得Χ
二

7 Δ 8
Ε Φ 2 Δ∀ Γ ! , Φ , 了

二 ” 二 11
Δ1

, 的, 上连续线性泛函了
二

7; 8是唯一的
,

而且对于任何厂, 满足∃ 0 Χ
二

7; 8

或 1Φ 少 Η ∀Γ ; 33 · Δ ΓΦ 一 1Ι ; 1Φ
2

前 言

一个赋范线性空间成为厂
≅
一(? 1ϑ ≅ Α Β空问

,

当仅当其范数满足平行四边形法则
2

近来许

多人继续寻找这种空间的其它特征
2

本文也是讨论这个问题
,

得到两个充要条件
2

其一是 由

空间的范数来刻画 Κ 其二是 由空间上的线性连续泛函来刻画的
2

另外
,

我们还附带地得到了

一个比著名的−> Λ Μ : Α Ν

不等式稍强的不等式
。

如所周知
,

一个实的或复的赋范线性空间五称为Ο1≅ 一∗1? 1ϑ ≅ Α ‘空间
,

如果它的 范 数 满 足

平行四边形法则
Π 对

‘

于任何Δ , Θ 任刀有

肠
‘ Η Π 协

’Η 皿
Δ 一 去∗

’ “ ! 7砚
Π
协
“ Η 甘4恤

! 8

如果它是实的
,

则其上内积为

7Δ
, 夕8 二 奇 7=

Δ Η 夕皿
, 一 皿

二 一 万目
! 8

如是它是复的
,

则内积为

7Δ , , 8 二 十Ι 7协
Δ Η 方肠

“ 一 皿
Κ 一 刀肠

‘
8 Η ?7=

Δ Η 勿皿
’

一
Δ 一 ?夕皿

,

8Γ

&
2

∀
2

Ρ ≅ = ?> 0 , )
2

+
2

− Β : = 0 Σ≅ Τ ?> 在文 〔3 〕中给出了复的ΟΚ ≅
一( ?1ϑ ≅ Α Β空间的一个特征

Π

复线性赋范空间,是一个Ο介 一 (? 1ϑ ≅ Α Β空间
,

当仅当对于所有
Δ , 夕任 −

,

这里−表示 , 的单

位球面
,

有

六ΦΠ
’

卜”
, Η ““?= ‘2

’血“
这里

,

我们
一

也是考虑同样问题
,

分别得到内积空间的两个特征
。

其一是 由范数的等式来刻画

本文 主, :Υ 年 3 ! 月 ς Δ 日收到
2
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的 , 另”是由空间上线性连续泛函来瓤画的
·

2

首先
,

我们有

定理 3 设复线性赋范空间丑中范数满足
Π
对于任何Δ , 万, Π 任 ,有

卜 Η , Η Π
妞

, Ε
既
Δ Η , 伙

, Η 妞
Δ Η Π

皿
’Η ΓΦ Κ Η Π

ΓΓ
’一 皿

Δ
2

, 一 砚, 砚
’一 屁

Π
#
”

则 ,是一个复夕
≅
一(? 1ϑ≅Α Β空间

,

其中内积为
‘

3

7Δ
, 夕8 Ε 专 Ι 7卜 Η 夕皿

’一 卜=
’一 皿4 33

’8 Η ?733
Π Η 勿皿

’一 33
‘
33
’一 皿万皿

’
8 Γ

反之
,

每一个复厂
≅
一(? 1ϑ ≅ Α Β空间的范数和内积必分别满足上面两个等式

2

证 令

二 二 扮, 百二 Τ , Π Ε 一 Τ

依据题设应有

∗
Ω
∗
Ξ ΕΕ 卜 Η Τ 一 Τ

皿
! Ε
翻
Ω Η Τ

皿
’ Η

·

Ι
Ω 一 崎扎 卜3

! 一 ! 3
Π
3
!

移项得

∗
“ Η Τ皿

! Η 卜 一 Τ
2

! Ε ! 7卜日
Ψ Η 2 砚

2 8

这样一来
,

,就是Ρ伦一(? 1ϑ ≅Α Β空间
。

在这个时候
,

内积就可变形为

7Δ
, 万8 Ε 于Ι7肠Δ Η 夕皿

’ 一卜 一“
’8 Η ?Ζ

Δ Η 勿皿
’一 卜一 勿 2

’8Γ

Ε 十Ι〔皿
‘

一

卜夕皿
’ 一 7! ∗1 =

‘Η !皿夕皿
’ 一 皿

‘ Η 万∗Φ
’8〕

Η ?〔卜 Η 红朋
! 一 7!皿Δ 皿

’Η Ξ =络朋
! 一 ∗

Δ Η 勿皿
! 8〕Γ

Ε 寺 Ι7皿
Π Η 石皿

! 一皿
Δ
协
’一 他梦=

’
8 Η Χ7卜 Η ?夕皿

’ 一 恤
Δ

性
’一 皿, 百

’8 Γ

反之
,

假定 ,是一个厂
≅
一(? 1ϑ ≅ Α Β空间

,

则

∗
Δ Η 万 Η Ν

砚
, Ε 7Δ Η , Η Ν , Δ Η 百Η Π 8 Ε =

Δ
皿
’ Η 皿, ∗

’ Η 皿
,
1Γ
’Η !〔∃ ≅ 7Δ

, 夕8

Η ∃ ≅ 7Δ
, Ν 8 Η ∃ ≅ 7;

, Ν 8〕

把前面证得的内积公式代入
,

得

卜 Η 万 Η Ν

卜 2
、
皿
! Η 皿梦皿

! Η =
Π
=

Ξ Η ! [专 7皿Δ Η 夕=
’一 =

Δ
皿
! 一 皿万口

’8

Η 于 7,2Δ Η Π
皿一 皿Δ 皿

! 一 皿
,
翻

! 8 Η Η 7 2 4 Η Ν
皿

!

一 夕3
!

一
Π
∗
’8〕

Ε ∗Δ Η 夕皿
’ Η 0Δ Η Ν

朋
’ Η 公, Η Π

∗Φ
! 一 卜皿

’一 口, =
Ξ 一 卜皿

!

至此
,

定理证完
。

注 此定理对于实线性赋范空间也有相应的形式
,

这只要观察上述定理的证明便可明白
。

其次
,

我们要给出一个<: =: >Λ 空间成为 , 个(? 1ϑ≅
Α Β空间的充分必要条件

,

这个 条 件 是

用空间上的线性连续泛函来表述的
。

我们知道
,

对于实的或复的线性赋范空间
,

任定, 点Δ’ 总有一个连续泛函甲
二

7妇满足
Π

叭 7Δ 8 二卜皿
名,

皿叭卜 皿
‘
砚

引理 3 设, 是一个实线性赋范空间
。

若对于每一个苏〔,
,

满足

甲二

7Δ 8 ΕΕ 卜皿
, ,

2 中
二

∗Ε 1
,
2

的, 上线性连续泛函甲
二

7砂 7, 任, 8是唯一为
,

而且对于任何万任,有
甲二 7, 87 厄百Η 皿召∗

· Π

卜 ∗‘∗

则万是一个, Α> 一(? 1ϑ≅ ΑΒ 空间
,

而且其内积为甲
二

7砂
2

证 首先证明对于任何实数夕和任何Δ , 2 任几 有



第 ! 期 内 积 空 间 的 一 些 特 征 333

中, 二 7, 8 Ε

脚
二

7梦8

事实上
,

我们还可以求出甲
二

7的的值
、

假若实数
‘
满足

气
Ω Ρ Ι一 ,小 ∗‘Δ Η “一

‘2
‘
2
’
Γ‘

>

“丫Ι川
’

2 ‘
Π Δ Η “∗一 ’

,
,
‘
∗
’
Γ

其中Β和Β1是任意实数
,

则不难推出对于任何实数: 都有

Γ
:
卜 3

! Η ≅ Φ成口二百
·

∗: Δ Η 习2

上述这种实数
>的存在是无疑的

。

因为对于任意实数Β和 Β Π ,

有

Β,

卜∗
, 一 Β且

Π

皿欠 ΓΒ
Π 一 Β∀

·

∗礴
’ Ε 卜卜 皿Β

、Δ 一抚眯 卜卜 72 Β
ΠΔ Η , 2 Η ∗ΒΠ Η 万=8

即对于任意的实数Β和 ΒΠ ,

有

」
Δ
卜 =ΒΔ Η 夕卜小井

’

簇 砚
,
皿

·

皿Β
Π Δ Η 夕卜

ΒΚ几
Δ
2

,

从而

− Ω Β8 丁一 1丫皿
。

皿ΒΔ Η 为皿一 Β介丫=节下成 ?= Χ干2∗Δ 臼
。

=Β
, Δ Η 。西一 Β

,

2 劣 , !飞
口

·

口3

Π 。 口 。 。 且二、往吞 , , 。 口 孟 。 二 ∴ ∴ 口
Π 小

、

, 二 ,
几又尸 3 下日尸 ! 尸欢二 ∗,, , Φ 百占

∀

居
、

岁 Κ 义人 ,
2

上∋尸! 了 ] Τ 2 月〕 “ 一 一币尸一 ? 、 ⊥ _ 日幼弄、 3, ∀’

Ο !

Γ会。
Ψ

二卜川
·

,
会二

妞

亦即

∗刀
Κ

=Δ 侣
’ Η 刀

Π ≅ Φ 7 卜卜 ”
Π Δ 千刀

Π , 2

此式对于热 ΕΕ � 也是成立的
。

根据文献 〔!〕中第四章 雳6 定理 !7 此定理对实的情况也是对的 8
,

对于任何上述的那种

实数
>
在, 上都存在一个线性连续泛函Χ

二

7豹满足
Π

Χ
二

7Δ 8 Ε 卜皿
含,

几7夕8 ΕΕ > ,

=几皿ΕΕ ∗Δ 月

这里 Δ和夕都是事先任意取定的
。

再根据引理之设
,

必有
。Ω Ρ Χ一 ,

戈∗
,

3 ΒΔ Η 公砚一 Β目义=Ξ飞Ε ?= Χ干皿Π 2
。

2 Β
2

劣 Η 即∗ 一 Β
,

臼Δ 翻!飞

二
3

此就是中
二

7功的数值
。

当刀》 �时
甲, 二 7夕8 Ε ⎯ Ω Ρ Ι 一声1

Π
皿

·

咨

Ε 刀
· , Ω Ρ Ι一

Δ
妞

ΕΕ 刀
· ⎯ Ω Ρ Ι 一皿

Π

=

皿Β声
Η , 卜 叨

,
卜妞

’
Γ

·

皿忿刀万 Η 夕卜 移卜皿
!
Γ

·

恤Β
, Δ Η 习劝一 Β ,

皿
,
∗
’
Γ Ε 夕, ,

7, 8

而当夕α �时

, , 二

7犷8 ΕΕ ⎯ Ω Ρ Ι不卜卜

Ε 口?= Χ Ι卜翻
·

ΕΕ 夕?
= ΧΙ∗

Δ
二

∗Α刀Δ Η 刀卜 玄夕
,
∗
‘
皿
’
Γ

∗少二 Η
2

, 砚二Π夕2
、

?
,
β

∗‘
Α , Η

。

, 卜‘,

卜橄
,
Γ Ε 夕肠 7, 8

总之
,

对任何实数刀有

甲, , 7奋8 ΕΕ
加

二

7功
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次证对于任何实数刀
, 和刀

! 以及任定的二, 夕任刀有 几
’

冲

Γ刀
,

侧
’ 十
几叭7刻 7 砚川

·

如
Π

抖几动 飞
‘

一
,

事实上
,

对于任何Δ1 省 ,有厂
一

药
”

、

二 熨 ΠΠ
一 ,

甲
二 Π 7, 8 ΕΕ 一 甲二 Π 7 一 夕8》 一 皿‘

Π

攀
,

朴β砚8 一 7皿梦Η 廷梦胶
·

Δ Π

2 Η 吸一 , 妞8
、

Ε 一 膝,
∴

Η 膝, 落
·

Π Κ
=, 吸β皿

再考虑到引理的设
,

则
· · χ

二
‘

」 , Η 皿, 卜
Δ 、
暇, 胜“压镇甲

二‘7Κ 8书
2

肠百Η
、

皿封=
·

Δ ,
皿一吸Κ健

, ’

、 ∴

亦即
2

333“33Η 恤
Π

了“8 ∗“ 11; Η李皿;臼“ 皿

当刀
Π

34口子 δ时
,

用
Δ Π Ε 7刀

Π
⊥口

Π
砚, 班8Δ 代入上式就得

8 尹

ΓΦ
“。, Η

漪
β ‘, ,

∀【
‘“

∀

Κ Η
“Κ ,

·

浦计
万 ,

即

Γ刀
Κ

毯, 2
’Η 刀

Π甲二
7Θ 8 ∗7 =“鹅

·

皿夕, “
,

Η 热Δ 1

此式对于口
、

砚Θ卜 0也是成立的
,

ε

Κ
· Π

这样一来
,

依照前述定理
,

在 , 点存在线性连续泛函Θ , 7Ν8 7Π 任, 8满足
Π

Θ , 7, 8
‘

Ε 皿Κ 2
’,

‘

Θ , 7‘ 8 Ε 中
二

7李8
,

协Θ
,

卜肠Κ 3

再由引理之设
,

则 Θ , Ε 物
,

从而中
, 7Δ8 二 甲二

7豹
2

此外
,

由于中
二

7Δ 8 Ε 卜胜
’,

则甲
二

7功就是实线性赋范空间,上一个内积
,

而且刃成为一 个 实

的ΟΑ ≅
一( ∗1ϑ ≅ Α Β空间

,

引理证完
。

现在来考虑复线性赋范空匆的情况
2 几

2

引理 ! 设,是一个复线性赋范空间
。

若对于每一个Δ 〔,
,

满足

妞Χ
二

卜 卜皿
,

人7Δ 8 ΕΕ 卜∗
’

的 , 上线性连续泛函Χ
二

7朴 7百≅ 五8是唯份的
,

而耳对于任何粼任多有

∃ ≅ Χ
二
7, 8簇皿梦Η 口, 皿

2 Δ
班一 皿万Β

则,是一个灯
≅
一(? 1ϑ≅ ΑΒ 空间

,

而且其内积为人7刃
2

、
2 ,

证 对于每个固定的
二 〔刀

,

令
‘,

‘

Π

甲7东
, ’

比》Ε 葬。Χ’Π 7, 8奋万泛右

不难验证有
2

。 2

。 Π Κ 、
一 ‘

’

Α
二

7, 8 “中7, , Δ 8 一帅7窟,
,

、8

我们暂且把 ,视为实线性赋范空间
,

则恻夕
,

Δ8 7记为甲
二

7砂 8
万的线性连续泛函

,

而且 Π
‘

只竺
’

笋
犷

理 竺

就是实线性赋范空间,上夹手

反之
,

假设甲
二

7功 Ε 中7药

和7Δ8 滩
“

Φ
’,

卜医
“

川
·

尸
2 ‘

Δ8 是实线性赋范空间,上关于 ;的线性连续泛函
,

而且满足
Π

’

、

州
, 卜

‘

取户
,

‘

碱组

Χ
二

7, 8 Ε 甲7百
, Δ 8 一仲7纽,

二1
Δ

毛
·

片
’

劝
,

护贬刀
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那未
,

Χ
二

7妇就是复线性赋范空间刀上如勺线性连续泛函
,

而且满足
Π

Γ厂
了

3Γ
Ε
Φ卜1Φ

,

Χ
二
7Δ 8 Ε

卜=
Ξ

书实上
,

我们有

Χ
二

7?夕8 Ε 中7?夕
, Δ 8 一 ?甲73

!梦, Δ 8 Ε 卿7?万
, Δ 8 Η ?甲7夕

, Δ 8

二 ?〔中7夕
, Δ 8 一 ?中7?刀

, Δ 8〕Ε
、

?Χ
二
7万8

再考考到甲7夕
,

Δ8 关于夕任石是实线性的
,

因此Χ
二
7妇关于夕任,是复线性的

。

再因

ΓΧ
二
7, 8 Γ

Ε
Χ
二
7刀8

· ≅ ‘口
‘

Ε Χ
二

7≅ ‘夕 ·

夕8 二 甲
二

7“
‘“ ·

, 8毛砚。Γ卜 =
,
1

和

33
‘
Γ3
’ 二 Π 、

7Δ 8蕊 ΣΧ
·

7Δ 8 ∀7 1
Δ
1

·

雌仙
2

Ε
33

,

1
’

可知Χ
二
7Δ 8 Ε

月
Δ
=
’,

从 Γ1万

肚Χ
二

1Γ
Ε
1
Δ
舫

,

Χ
二

7Δ 8 “
=
‘
ΓΙ
’

根据以上所述和引理之设
,

对于任定的Δ 任万
,

实线性空间 ,上满足
Π

甲
二

7Δ 8 Ε
卜肠

! ,

臼,
二

∗
Ε
皿
Δ
恤

的线性连续泛函也是唯一的
2

亦即只有 ∃ ”
Χ
二
7;8 一个

2

再根据引理的另一设和引理 1 可 知
,

实

线性赋范空间石是一布净
Κ ‘一 (? 1ϑ ≅ Α , 空间

,

而且其内积

7夕
, Δ 8

, Ε ∃ ≅
Χ
二
7夕8

从而它作为一个复线性赋范空间 也是厂
≅
一( ?1 ϑ “ Α Β空间

,

而且其内积

7夕
, Δ 8 Ε 7夕

, Δ 8
Κ Η ?7夕

,
茗Δ 8 Κ

这一点只要注意到本文一开始的三个等式就可明白
2

由内积公式易知

7夕
,

?Δ 8
, Ε 7?万

,
?ΞΔ 8

,

由此可得

7夕
, Δ 8 Ε 7,

, Δ 8
, Η ?7?万

,
?

, Δ 8 Π Ε 7夕
, Δ 8

Π Η ?734
, 一 Δ 8 Π

二 7“
, Δ 8

, 一 ?7?;
, Δ 8

, Ε ∃ ≅

Χ
二
7Θ 8 , ?∃ ≅Χ

二
7?刀8 ” Χ

二

7夕8

引理证完
,

、

Π

定理 ! 设 ,是复的< : = : > Λ空间
,

则它成为(? 1ϑ ≅ Α Β空间的充分必要条件是对每一个

成 ,, 满足
、

Χ
二
7Δ 8 Ε

卜目
’,

=Χ
,

卜 1
Δ

Γ

的 , 上线性连续泛函Χ
二
7妇是唯一的

,

而且对于任何夕〔,有
∃ ≅

Χ
Δ

7夕8簇 1夕Η 1, 33
· Δ

卜 33夕妞
‘

证 充分性已由引理 ! 证得
,

下证必要性
2

首先证明对于每一个
Δ
电,, 双上满足

Χ
二

7Δ 8 Ε
卜1

’,

∗Χ
‘

=
二

ΓΓ
卜

ΓΓ

的线性连续泛函Χ
二
7妇只有内积 7,

,

Δ8 一个
2

事实上
,

若不然
,

则根据 ∃? ≅⎯
Π

定理
,

还存在一个
Δ Κ
〔 , , Δ ,

铸 Δ ,

使内积 7夕
, Δ Π

8满足
Π

7Δ , Δ ,
8 Ε
卜1

’,

卜
Π

卜 卜1

由此得

7Δ
, Δ Π 一 Δ 8 Ε 7Δ

, Δ Π 8 一 7Δ
, Δ 8 Ε δ

亦即Δ ∀χ 7Δ
Π 一 Δ 8

。

但
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Δ 1 Ε 7Δ Π 一 才8 Η Δ

于是

Γ3Δ 1

Φ】
! Ε ΓΓΔ Π 一 Δ ΓΦ

! Η 】ΓΔ 1Γ
! 8 ΦΦ

Δ
ΓΦ

2

这个矛盾证实了唯一性
。

次证后半结论
2

利用 ΓΦ Χ
,

Γ3 二 ΓΓ川 Φ
,

有

Φ 33;】3
含 Η 】3岁33

·

Χ
,
7Δ 8卜 ΦΧ

, 7夕8 Η 产
, 7 33夕 ΦΦ

·
Δ 8 Φ

二 ΓΧ
, 7, Η 3Γ梦Γ3

·
Δ 8】簇 Γ3 , ΦΦ

·

ΦΦ , Η 3】梦33
·
二 Γ】

亦即

Χ Γ1夕 ΙΓ Η Χ
,
7Δ 8 Γ《 ΓΦ 夕Η ∗Φ 封 ΦΦ

·
Δ ΦΦ

由此有

∃ ≅
Χ
二

7, 8 二 ∃ 0

Χ
, 7Δ 8 二 3Φ , Φ3 二 ∃ ≅〔ΓΦ夕 Γ3 Η Χ

,

7Δ 8〕一 Γ3梦 Φ3

7 Φ 33夕ΓΦ Η Χ
,

7二8卜

Η ∃ ≅
Χ

,

7Δ 8 一 ΓΓ , 3Γ

1Γ“〕‘ 盯, Η Β1, ΦΦ
·

Δ Γ3 一 ΦΦ , Φ3

定理证完
2

对于实的< 0
=: >Λ 空间也有如下结论

。

定理 : 设, 是实的< 0 = “>Λ 空间
,

则它成( ?1 ϑ ≅ Α Β空间的充分必要条件是对于每一个
Δ 〔刀

,
,上满足

Χ
二

7Δ 8 ΕΕ Γ1
Δ
ΓΙ

, ,

3Φ Χ
二

ΙΦ 二 3ΙΔ 】Γ

的线性连续泛函Χ
二
7妇是唯一的

,

而且对于任何Θ 〔, 有

Χ
二
7, 8簇 ΦΓ梦Η ΦΓ, 3Φ

‘ Δ 33 一 = 夕 ΦΦ

这个定理的证明与定理 !完全类同
,

这里从略
2

如所周 知
,

在实( ?1 ϑ ≅ Α Β空间中关子内积有著名的−比Μ 0 Α Π
不等式

一 ΓΓΔ 1】
·

3Φ梦 ΦΦ簇 7Δ
, 夕8镇 ΓΓΔ ΓΦ

·

ΦΙΘ ΦΦ

利用上面定理
,

我们立即可得如下稍情确的不等式
,

即

推论 3 设 ,是实( ?1 ϑ ≅ ΑΒ 空间
,

则其上内积满足

ΓΓ
Δ
妓

, 2

33梦ΓΓ成 , ΓΓ卜 ΓΓ百 Γ1
‘ 33梦】3蕊 Γ3

Π

Δ =

·
Δ 33 Η ΦΓ夕3Γ7 7Δ

,
夕8《 33梦Η 33夕=

·

丫33
谭

亨2

证 由定理 ς 和范数的三角形不等式

7Δ , 夕8《 33梦Η Φ】, Γ3
·

Δ Φ3
·

Ε 33 Π

旷
·

ΦΦ奋33

33 , =亨1Γ , Φ∗‘ 33“1Φ
·

33Δ 33 一 33“ ∗Φ

另一方面

此即

之
Π 一 ‘

Κ
,

Φ Π
一

力

一 “
,
“, 一‘一

, 》“
‘

吐
,

,

呵叭
‘

乙只 Φ〔
一

阔卜 八
一

’

∗1’
‘

∗1Δ 卜 阎Φ

7Δ , 亨88 一

「ε Υ

∗Φ梦一 # , 3Γ
·

Δ ΓΦ
Η = , ΦΦ

译

Η 17, 曦卜8 一 7 Φ1, ΓΦ Η ΓΓ , 3Φ 一Γ1Δ
一

Γ38

推论证完
。

二 一 ΓΦ君 封
·

ΙΦ 百 ΦΦ
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