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平 面 格 图 的 圈 数

王
,

乞 雄

7应用数学系 8

摘 要

艾9 7
, :

,

拄 8 不#; 9
。 ,

7 阴
, : 8 分别是平面上 < = 。 格图的圈数和 民丁# ∀ �自勺�侧数

。

卞文全>?出 9 7 ≅
, ”

8 4
’

Α勺递抓仁公式
,

9
Β ,

7 ∀
, 。

8 4身勺闭公式贡Β−4 9 7。
, ”

8 一均Α遥锁季
·

式阶 的 上 梦
、4

>,示

一
、

问题的提出

平面
Χ

卜的 ,。 = , , 格图指的是以 7 = , 夕 8 7 = Δ ∃, � ,
⋯

, 二 ? Ε ΔΔ Φ
, � ,

⋯
, , Β 8 为顶点 Γ为

图
,

顶 点 7 = , , 夕,
8 和 7 = Η , 刀Β

8 邻 接
,

当 且 仅 当 = ? Δ = Η ,

�互
? 一 夕∀

Ι
Δ 4 或 4

= Β 一 = Η

】“ � ,

夕= 二 夕∀ 。

我们#月9 7 < , , ∀ 8 表示
, : = ϑΒ

>
Β

各图中圈的总数
,

矛
,
7 二

, : 8 表示其中长为 4的圈的总数
Κ

这类圈数的研究
,

对运筹学中的图上作业法
,

线路设计和分子结构等
,

均有一定意义
Κ

文 Λ �〕仅对
, : Δ Α 和 ∀ 的

」

Μ青况
,

求得 97<
, : 8的表示式

,

对 < 二 Α 的情况
,

求得 9
Β
7, : , : 8

的表示式
Κ

对一般的 < ,

认为
“
求9 7 < , : 8 是困难的

,

求9‘ 7 < , : 8 也是困难的” 。

本文将给出 9 7 ≅ , ” 8 的递推式及其生成函数
,

对一般的 “ ,

估计 97 二
, : 8 的递 推 式

的阶
,

并给出 9
‘
7 ∀ , : 8 的闭公式

。

本文的方法可用以对任意 ,
,

求得 9 7 , , : 8 及 9
‘
7 二

, ” 8 的递推式
,

当然
,

随若 斑 的

增加
,

需要迅速增加的计算量
,

这唯有求助于计算机及好的算法
Κ

二
、

关于 9 7 ≅
,

: 8

≅ = 。
格图的圈

,

根据它最上一行所含方格的情况
,

可分为五类
,

如图 � 所示
。

用斜纹标出的格表示含在圈内
Κ

7� 8
、

7≅ 8 两类中的两种形式
,

其一是另一个 关 于 直 线

本文 �Φ Ν Ν 年 一∀ 月 ∀ Ο �月收到
Κ
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二 二

粤的镜对称像
,

‘

其余三类关于二 二

粤是对称的
‘

4
’

瀚 Π

7∀ 8

翩 >璐 瞬裂彩翔

7Ο 8 临 8

图 �

第 Θ 类且恰含 Ρ 行 7通过沿纵轴平移而重合的两圈
,

视为同一
,

下对
“
恰含 Ρ 行

”
的理

解同此 8 的不同圈的数目记为
Σ Β , 。,

第 Ο 类且由两个不相交圈组成的恰含 Ρ 行的圈的数目记

为
Σ 井 ‘ , ? ,

则有 ,

⋯Β黑二Β东狱众Β』
“ ‘
”

>
·Π · � , ≅ Δ · ‘, �

一
∀ ·‘ , ≅

一
>
“‘· ‘, ‘一 “ ‘, ‘十 “ ‘, ’

Ι Σ ‘十 ? , 。 Δ ΗΣ , , � Τ Σ ‘ , Β Τ Η Σ , , ≅ Τ Σ Β , 。 Τ Σ 介 Β , Ο

748

>
Σ · ‘

一
∀ 。‘, � Τ Σ ’ Β , Ο

设 乙≅ 7∃ 表示至多 ≅ 列
,

恰含 Ρ 行的不同圈的数目
,

则

6≅ 7才8 Δ ΗΣ ‘, = Τ Σ ‘, ∀ Τ ΗΣ ‘, ≅ Τ Σ ‘, ‘ Τ Σ ‘, 。

设

7∀ 8

( 。7= 8 Δ

习
Σ Β , 。= ‘ ,

7、Δ �
, ∀ ,

≅
, Ο ,

Ν 8

通
· 。

7= 8 ΔΔ

艺
Σ ’ ‘, 。= ‘

Υ ≅ 7= 8 Δ

乙“≅ 7‘8= ‘

由式7∀ 8得
一

Υ ς7= 8 二 Η(
Β

7= 8 Τ ( Η7= 8 Τ Η( Σ7= 8 Τ ( ? 7= 8 Τ ( ς7= 8 7≅ 8

又 因川

97≅
, , 8 Δ

艺 7卜
‘Τ � 86Β 7‘8

故 > 97≅
, : 8 Ι 的生成函数

∗ Β 7= 8 ΔΔ Υ 。7= 8 Ω 7 � 一 = 8
“

由递推式 7� 8
,

结合显然的初值
Σ , , Δ Σ , Β Δ Σ , Β Δ Σ ? 。 Δ Σ 书 , 。 Δ 4

, Σ , 。 Δ 3 得

7Ο 8



第 � 期 平 面 格 图 的 圈 效

月Ξ 7= 8 一 = ” = (
,
7= 8 Τ

=(
,
7= 8 Τ = ( ? 7= 8 Τ = (

。
7= 8

( Η7= 8 一 = Δ = ( Η7= 8 Τ Η= ( ≅7= 8 Τ = ( , 7= 8

( Σ7= 8 一 = 二
=(

Ξ 7= 8 Τ

=(
Η

7= 8 Τ Η= ( ς 7= 8 Τ = ( 。7= 8

( ? 7= 8 二 = ( 。7= 8 Τ = ( 。7= 8

( 。7= 8 一 = Δ Η= ( Α 7= 8 Τ = ( Η7= 8 Τ Η = ( , 7= 8 Τ = ( 。7= 8 Τ = (
Κ Β 7= 8

(
朴‘

7= 8 一 = 二 ∀无(
Β
7= 8 Τ = (

甘 月
7= 8

7Ν 8

解得

# , 7= 8 Δ = 一 Ο= ∀ Τ ! = ≅ 一 Ν = Ο 一 = ς
Ω � 一 ! 二 Τ � ∀ = ϑ 一 ! = ≅ Τ ≅= Ο Τ ∀ = Ν

(
Η

7= 8 Δ = 一 ≅= ∀ Τ Ν = � 一 != Ο Τ ≅ = Ν Τ = ς
Ω � 一 ! = Τ � ∀ = Η 一 != ≅ Τ ≅ = Ο Τ ∀ = Ν

( ≅ 7= 8 Δ = 一 ∀ = ∀ Τ = ≅ 一 ∀ = Ν
Ω � 一 ! = Τ �∀ = ∀ 一 ! = ≅ Τ ≅ = Ο Τ ∀ = Ν

( ‘7= 8 Δ = Η Τ = ≅ 一 Ψ= Ο Τ = ς Τ = Ψ
Ω � 一 != Τ � ∀ = ∀ 一 ! = ≅ Τ ≅ = Ο Τ ∀劣‘

( 。7= 8 二 = 一 ! = ≅ Τ ! = Ο 一 = Ψ
Ω � 一 ! = Τ � ∀ = ∀ 一 != ≅ Τ ≅ = Ο Τ Η = ‘

由式 7≅ 8得

综上所述
,

定理 �

Υ ≅ 7= 8 Δ Ψ = 一 � Ο = ∀ Τ Α ς= ≅ 一 � Ψ = Ο 一 ∀= Ν Τ = Ψ
Ω � 一 ! = Τ � ∀ = ∀ 一 ! = ≅ Τ ≅ = Ο Τ ∀ = Ν 7Ψ 8

我们有

97≅
, : 8的生成函数

∗ ≅ 7= 8 二
= 7Ψ 一 � Ο = Τ � Ν = ∀ 一 � Ψ= ≅ 一 ∀ = Ο Τ = ς 8

7� 一 = 8
“
7� 一 ! = Τ � ∀ = ∀ 一 ! = ≅ Τ ≅ = Ο Τ Η= ς

8

一 二
一

旦兰二 一
Χ Χ

“尤
、
、 Ζ 一或钾 二翅李擎兰上丝兮华壑货

[

Η 7� 一 工 8 ∀ 7� 一 = 8
“

艺7� 一 丫= Τ � 艺=
‘
一 了劣

3
Τ ≅ 劣

Κ
Τ ∀ 劣

。

8

故满足递推公式

97≅
, : Τ Ν 8 Δ !97≅

, 花 Τ Ο 8 一 � ∀ 97≅
, 刀 Τ ≅ 8 Τ !97≅

, : Τ ∀ 8 一 ≅97≅
, : Τ 48 一 Η97≅

, , Β 8 一 Ν 7Η: Τ ≅ 8
,

: Δ Φ
,
�

,
∀

,

⋯97≅
,
Φ 8 Δ Φ ,

97≅
, � 8 Δ Ψ ,

97≅
, ∀ 8 Δ Ο Φ

,

97≅
, ≅ 8 Δ ∀ � ≅

,

97≅
, Ο 8 ΔΔ � Φ Ο  

三
、

关于 9 7 <
, : 8

考虑 二 = Β 格图的圈
,

根据它最上一行所含方格的情况
,

可如下分类
Β 当 二 Δ ∀∴ 十 � 是奇

数时
,

含
Β
格

,

且这 ς 格是相联的
,

有7< Τ � 一 力类
,

当 Β
为奇数时

,

有一类的最上一行关于

直线 = 二 < Ω ∀ 对称
,

其余的可两两配对
,

使每一对的其中一个的最上一行是另一个关于 直 线

一叻 的镜对称像
,

故不对称的类有Ι兴卫〕个
,

从而
,

相联的不对称类有
燕

巡士
会
二
;

二

47
]

号工8
’

〕个
·

含
Β
格

,

且这 Β 格不相联的
,

有7警8
一

、卜 。类
,

当 Β Δ ∀ , 十 , 为奇数时
,

有7穿8
[

‘类的最上一行关于 ‘ Δ < Ω ∀ 对称 , 当 Β Δ ∀ , 为偶数时
,

有7穿8
类的最上一行关于 = 一

呐对

称, 其余的可如上段所述两两配对
,

故不相联的不对称类有
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月土
一

、
、ΚΚ矛
了

⊥
。

�ΩΚΚ、

Τ
、、户

?
Κ卢

∃自
一

, Κ一
Τ力

‘,“了Κ、

一

、、Κ少
碑心�#Κ土Τ十合客7

∀

霎广
‘

8
一 7∀ , ·

卜 ∀ , 8 ·

7亨8
·

音客7黎
二 ∀ Η⊥ Τ ∀ 刀一 � 一 7∴ Τ � 8

“ 。

正如当 < Δ ≅ 时的方程组7Ν 8
,

对一般的 < “ ∀乡Τ � ,

我们可得含△ 7< 8 Δ ∀〔∀
∀ ” Τ ∀ , 一 Α 一 7乡Τ

� 8
∀

� Τ 、。Τ � 8∀ Δ ∀ ∀ , 一 Τ ∀ ,

一
∀ 一 7, Τ � 8∀ 一 ∀ 二 Τ ∀〔

竿
’一 ∀ 一

Λ俨音工8
∀

〕个未
知函数 的 方

程组
,

其系数是至多为一次的函数
,

由 _ ΓΣ < 5Γ 法则
,

其解是分母至多为 △ 7< 8 次的有理函

数
。

当 < 为偶数时
,

倩况类似
,

结论相同
。

用 阮“Ρ8 表示至多 < 列恰含 Ρ 行的不同 圈的数目
,

则有

定理 Η 6。7Ρ 87Ρ Δ � , ∀ ,
⋯ 8的生成函数 Υ武=8 是分母至多为 △ 7二 8 次 的 有 理 函 数

,

故

97 切 ,

时 的生成函数凡7=8 Δ Υ贰=8 Ω 7� 一 =8
∀
是分母至多为 △ 7<8 Τ ∀ 次的有 理 函 数

,

从 而

97���
,

时满足一个阶数至多为 △ 7< 8阶的非齐次递推式
。

注
Β

定理 ∀ 的估计不是最佳可能的
,

仁时口△ 7≅8 二 Ψ ,

由式 7Ψ8 及定理 �
,

Υ ≅ 7=8 是 分 母

为 Ν 次的有理函数
,

而厂7≅
,

:8 满足一个五阶递推式
,

我们期待着对本定理的改进
。

Κ

四
、

关于 9Β

7 ∀
, : 8

首先
,

注意到长为奇数的圈是不存在的
。

一行恰含 Μ格
,

长为 ∀� 的圈的数目
,

则

>
“‘# Β , , , “ , 二 “‘, , , ‘ Τ “ ‘, , , ‘

Ι
“Β · � , ∀ , ‘· , 二 “Σ 。, ? , ‘一 , Τ “‘, , , ‘

我们用 Σ’
, , , ‘

表示至多 ∀ 列
,

恰含 Ρ 行
,

最上

7! 8

令
且。7=

, , 8 Δ

万习
。 Κ , 。, ‘= ‘, ‘,

⎯4# 用初值

Σ 一 , Α , ∀ Δ � ,

Σ , , ∀ , Σ Δ �
,

及递推式7! 8
,

得

心Δ � 弓二 �

Σ Α , 4 , ‘ Δ Σ ‘, Α , Α 二 Φ
,

74斗 ∀ , Ρ8 � 8

Σ Β , , 一 Β Δ Σ ‘, Β , , Δ Φ
,

74今 ≅
, Ρ8 48

7� 一 万夕8月? 7二
, 夕8 一 =

州
Β 7=

, 夕8 二 = 夕,

一

Η= 夕, ( 4 7=
, 穿8 一 7� 一 = 万8( Η7=

, 夕8 Δ = 万≅

(
,

7=
, 夕8 Δ

月∀ 7=
, 夕8 Δ

记至多 ∀ 列
,

恰含 艺行
,

= 互∀ 74 一 = α Τ = 夕∀ 8

� 一 Η= 亨Τ = Η万∀ 一 ∀ = ∀夕≅

= α ≅ 7� Τ = α 8

� 一 Η= 夕Τ = Η沙∀ 一 ∀ = ∀夕≅

长为 ∀ �的圈数为 西
,

7Ρ8
,

令

刀7=
, , 8 Δ

艺习 。‘7, 8二
Β , Β

Ρ 二 � � Δ �
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Υ 7=
, 夕8 Δ Η( ? 7=

, 夕8 Τ (
Η

7=
, 万8

Χ = Ε Η7∀ Τ 夕一 Η = Ε Τ ≅ = 万∀ 8

� 一 Η = Ε Τ = Ηα Η 一 ∀ = ∀百≅

Χ = 甘∀

7汀 , Τ 了 ∀ 8
∀

∀ Λ � 一 7, Τ 斌飞沪8 =
4

十
= ,

∀

7矿 万 一扩 ∀ 8
∀

∀ Λ � 一 7 α 一 丫厄歹丁 8= 〕

4
7、 , Τ 、 ∀ ,

∀
7? Τ ?
丽

,
· Τ 7、了 一、‘ ,

‘

7, 一、
平

,
·

Β=
·

万间摆
一∀

一一

故

荟
”咨7· , ?

Π Δ

髻〔
‘、‘ Τ “丁,

∀

‘, Τ “
丽

, 一 ’ Τ 7扩 ? 一 “‘ ,
’

‘卜“丽
,一;

从而

Δ , ∀

�
‘∀ Τ , ,

馨7
”

示
‘

8
·

∀ , ·

?

一
Τ ∀

馨7?口
�

8
∀ 了十� ?一〕

”‘7,
, · ∀卜

·

7
∀ ,少Α:4[[

。

8
Τ ∀ ‘一

7
∀ ,全乳4[[

。

8
Τ ∀ 卜一7

∀ ,全云�[
Ο

8
Δ

Κ

∀卜一〔7
∀‘全Α:4[[

Ο

8
“
一

Ο

7
∀ , 一

氛
一 ∀

8〕

因为

定理 ≅

9Η Β 7∀
, Β 8 Δ

艺 7, 一 , Τ Β 8 , ‘7, 8
,

故有

Η = :
格图中长为 ∀� 的圈数

又
,

二
月 、 Χ , Χ Κ Χ 。

「了 Ρ 一 4 、
Κ Β

Γ Ρ 、〕
子
。‘
7∀

Κ : 8 Δ 三与 7: 一 Ρ Τ � 8 ∀
‘一 ‘一 艺

4吸
。 , 一 。

Β
#

Κ Τ Ο Π
。 ,

孟
二 。

, Ι, ∀ ‘、 。 ,
,

一丫
‘ Κ

一
’

“
“

)、∀ �一 Η Ρ 一 Ο ,
’

一 、∀ �一 Η Ρ 一 ∀ , 」

和展布在 Λ Α
, ,

;中
,

使组合式非零者
,

即∀ �一 ≅ Ω ≅成 Ρ镇 < Α: 7Β ,
4一 � 8

Κ

因为 Β ‘
一‘一

丫
。 ,

长壬
Χ ,

、为 7? Τ 犷丁=8
‘一 ‘
关于 、 的展开式中 , ‘一 , ‘一‘ 的系数

,

、自‘
一 自 Κ

一 性 ,

7卜卜 ∀ 8∀ 卜卜 ∀

7
∀ ,

九>
一 Ο

8为夸
7‘一 � 87� Τ 、二 = 8卜 ∀

展开式中 = Β卜 Β 卜‘的 系 数
,

故

Β � Δ

耳
7‘一 ‘一 ∀ , ∀ 卜卜

∀

7
∀‘

九Β
一 Ο

8
与

￡Β ·

耳
7·

小
≅ , ∀卜

Β 一 ’

7
∀ ,

九Β
一 Ο

8
分另伪

 � 7= 8 Δ夸万
“ 一
“, = Η“’“ Τ 丫丁 = ,

‘一

,

与

 ∀ 7= 8 Δ
7, 一 Ξ Τ ≅ 8艺

二 “‘
7� 十矿丁

= 8卜 Β
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展开式中 护
‘一‘ 的系数

,

由定理 ≅ 和展布在∀� 一 ≅ Ω ≅ 7 Ρ簇 < < 7, ,

卜 �8 上
,

当 作8 卜 ∀ 时
,

把

和延拓到〔4
, Τ β3 8

,

对我们这个计数问题没有影响
,

从而

α ?
7= 8 ·共夏艺 7卜 48二 ∀ Π χ ,

74 Τ 了丁
= 8卜

�

‘ 乙二 �

召丁
∀

δ Ν

�� 一 = Η
7� Τ 召丁 = 8 ;

∀

Χ 材丁
∀

Ο

∀ Ν 7� 一寸万
= 8

“

Ο 一 ≅ � Ο Τ ≅ �
一,自一−[�,曰

�  !∀ # 材万
∃

% & # ∋ ( ) ∗
∃ �  + & # % & 一 ,( ) ∗

−./
、

一舀

0

1 ∃

& ∃ � % & 一扩丁
) (

� 1 一 ∃ & &
一,自广

2

,曰

∃ �  「∀ # % ∀ # ∋( )
∗

一一3

兰鱿里止一一飞
。 二 4 − , ,

丫 ∃ , , 5 6 、 , , .
‘ 7 8 9 上

,

− 一 二 一 、 & 一
‘, 冲 :

艺

其中
,

∋ 二 了
一 & ,

故

∀

& ∃ �

·

∃卜
∃ % �‘一 ‘; , 一

渝
<

·

“卜
=

〔% 1 � ‘一 ‘”1 , # % �‘一 ‘, ‘〕,

其中
, <

。

蔺> ? 表示复数
> 的实部

:

同理

≅ ∃ ‘
一 ∃ # <

Α

+ ∋
‘十 ’ % 1 一 ∋( ∗ ?

耳
%卜

‘# ∀ , ∃ 卜
6

一%
∃ ,

玩≅
一 Β

(
Χ 百& # 万∃

&

& ∃ �

:

∃
‘一 “ % � & 一 & ; (

& ∃ �
二 <

。

≅ ∋
‘一 全+ % 1 � &一 &  1 ( # % � &一 Β ( ∋〕?

% 4 一 ∀# 1 (
个

一
一

一�
≅ ∃ ‘

一 ∃ # <
。

〔玄
‘# ‘% 1 一 ∋ ( ∗ ? % Δ (

同理

不
%一 , # & , ∃ 卜

‘

%
∃ , 一

Ε
, 一 。

(
∀

& ∃ �

·

∃ ￡十 & % � &一 ; ( 一
∃

& ∃ �
< Α ≅ ∋

‘# ’

+ % 1 � &一 1 1 ( # % � &# ; (苦& ?

≅ ∃ ‘
十 ’ # Φ< Α

+ ∋
‘一 “

% & # 1 &( 」? % Γ (

由式% Δ (
、

式% Γ (及定理 1 得

定理 Β 当 4 妻卜 ∃ 时
,

‘∃“∃ , · , ΧΧ
一

、
二
。∃

=
一 % ∃ ∃ � 。 一 ‘Δ。‘# “ ‘,

/ 4 ‘ 一 , 。 ,
。 5 , 5 , 5 、

:

, ,
八 , 5 ,

二
‘ 、 , , 、

十
:

飞丽几 Α ! ‘
’

9 火. ”‘一 乙。4 一 , , 十 9Β ”‘一 了”刀 一 主上乙 , ‘. 才
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