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关于解大线性系统的推广的

双参数松驰法的收敛性

曾 文 平

:应用数学系;

摘 要

本文应用 / 6 < = > 川 的预处理技巧
,

定义了某些解大线性系统 (? ≅ Α 的推广的双参数松弛法

:简称为 / 1 ∃ & 方法 ;
∀

#< 。3 Α Β
、

Χ < Δ > > 一 0 Ε ΒΦ 心4
、

0∃ &
、

0 0∃ &
、

( ∃ & 和1 ∃ & Γ! Η 迭代法均可作

为其特例
∀

然后
,

当系数矩阵具有特殊性质,’ 例如 + Ε Ι ϑ ΒΚΕ 正定
,

+
一

及 ) “

矩阵
、

不可约弱 对角

占优⋯等
,

对所考虑的迭代法
,

建立了某些收敛定理
∀

引 言

考虑解∋ 阶线性方程组

( ? ≅ Α

的松弛迭代法中
, 0 ∃ & 迭代和 ( ∃& 【ΛΗ 迭代都是把整个上三角部分或下三角部分乘以某 个 松

弛因子
∀

但在很多应用数学中出现的大线性系统中
,

其系数矩阵往往为带形或分块带形稀疏

矩阵
,

在各条斜线位置上的元素在数量上往往有很大差异
,

因而在不同斜线位置上的元素乘

以不同松弛因子 是比较合理的
。 一

基于这种想法
,

匡蛟勋于 � 8 9Λ年提出解大线性系统的双线性

松弛法:1∃ &方法;
。

Γ ! ,

本文利用 / 6 Μ => 川 的预处理技巧
,

定义了某些推广的双参数松弛法 :简称为 / 1 ∃ & 方法;
,

#< Ν 3 Α Β
、

Χ < Δ > > > 一 > Ε ΒΦ Ε 4、 0 3 &
、

( ∃&
、

1 ∃ & 和 0> Ο & 迭代法均可作为其特例
∀

然后
,

·

在系数矩

阵具Π有某些特殊性质
,

例如 + ΕΙ ϑ ΒΚ 。 正定
, + 一 矩阵

, )一 矩阵
,

不可约弱对角占优⋯等
,

对

所考虑的 / 13 & 迭代法建立了某些收敛性定理
,

业给出使用方便的收敛性判别准则
∀

本文� 8 9 Θ年 �! 月  日收到
∀
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二
、

/ 1 ∃ & 迭代法的构造

设线性方程组 : 4 ;的系数矩阵

人≅ Ρ 一 石一 / 护 一 ∗一 ∗夕

: ! ;

其中 一 / , 一 ∗ 为 ( 的严格下三角部分的某些元素组成
, 一 尸

, 一 尸为 ( 的严格上三角 部分

的某些元素组成
, Ο 由 ( 的对角或对角块元素组成

,

业设 Ο 是非奇异的
∀

若式 :4; 左乘以非奇异矩阵 & 一’,

则式:�; 成为

& 一Β (? ≅ & 一 4Α : Λ ;

其中&是相对地易于求逆的矩阵
。

例如
,

可取

& ≅ :Ρ 一 < �/ 一 刀
−∗;Ρ

一 � :Ρ 一 < Μ / ‘ 一刀
Μ ∗‘

; : � ;

其中
< Σ ,

刀
Μ ,

兔
,

热为实参数
。

定义迭代格式

Τ :, Υ , ; 二 ? :, ; Υ 丁& 一� :Α 一 ( Τ :, ; ; : Θ ;

其中
Μ 特 Ο为实参数

。

显然
,

式 : Θ ;与式 : Λ ;是完全相容的
∀

于是
,

我们有

Τ :, Υ � ; ≅ )3 Β , , Β , 口 ! , , Μ , , Τ :, ; Υ Χ :  ;

其中 乙
。 Μ , , Μ , 。 Μ , , Μ , ,

≅ , 一 ‘〔:Ρ 一 < Μ ‘一刀
Μ ∗;Ρ

一 , :Ρ 一 < ς / ‘ 一刀
Μ ∗ ‘

;〕
一 ‘:Ρ 一 ‘一 ∗ 一 / ’ 一 「‘ ;

≅ :−一 < ς% ‘ 一刀
ςΩ ’

;
一 ’:, 一 < Β % 一刀

Β . ;
一 ’

Π :, 一 < Μ Δ 一刀
Μ 6 ;:, 一 < ς Δ ‘ 一刀

Μ 2 ,

; 一 Ι :, 一 % 一 6 一 % ‘ 一 6 ‘

; Ξ : 5 ;

Χ ≅ Π :Ρ 一 < Β‘一刀
Β∗;Ρ

一 ‘:Ρ 一 < Μ ‘’ 一夕
Μ ∗‘

; Ξ
# , Μ Α

≅ :, 一 < ς Δ ‘ 一刀
ς. ,

;
一 , :, 一 < Β% 一 刀

Μ 6 ;
一 , Ρ 一 , Μ Α : 9 ;

其中% ≅ Ρ 一 , / , . ≅ Ρ 一 , ∗ , % , 二 Ρ 一 , /‘, . , ≅ Ρ 一 , ∗‘

明显地
,

当参数< , , < ς ,

刀
Σ ,

刀
!及 Μ

选取不同值时
,

便可得到不同的迭代格式
,

列表如表

� 所示 : 其中记 )二 Δ Υ 6 , Ψ ≅ % , Υ 6 , , Ν Μ ≅ / Υ ∗, Ν , ≅ 石, Υ ∗ ,

;
。

在式 ;  ;
、

式 : 5 ;及式 : 9 ;中
,

若令 < Μ ≅ < ,

刀
Μ ≅ 刀

, < Μ ≅ 刀
! ≅≅ Ο

,

则

& ≅ Ρ 一 < / 一刀∗

而迭代格式式 :  ;为

Τ :” 十 � ; ≅ )。 一口, , Τ :∀ ; Υ Χ

其中

)3 , , , ,
≅ :Ρ 一 < / 一刀∗;

一 ,
Π :Β

一 Μ ;Ρ Υ :了一 < ;‘Υ :丫 一夕;∗ Υ Ι‘, Υ Μ ∗‘

二 :, 一 < Δ 一刀2 ;
一 ’

Π :� 一 了; , Υ :� 一 < ;% Υ :Ι 一夕;6 Υ Ι % , Υ − 6

Χ ≅≅ :Ρ 一 < / 一刀∗;
一 ’‘Α ≅ 了:−一 < Δ 一刀6 ;

一 ‘Ρ 一’Α

: 8 ;

: � Ο ;

因为当。 Μ ≅
要

,

刀
Μ ≅

套
一“ 一

一 ‘

! “
一 ‘

!

之为推广的 1 ∃& 方法
,

/ 1 3 & 方法的收敛性
∀

Ζ < Υ 口
1 二二

—简记为
!

/ 1 ∃ &

时它退化为匡蛟勋于� 8 9 Λ年提出的 1 ∃&

方法
∀

下面我们将讨论在各种特殊矩阵

: � � 夕

: �! ;

方法
,

故 称

的 情 况 下
,
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表 �

ΟΟΟΟΟ

�����

[[[[[

[[[[[

[[[[[

全⋯全Π
迭 代 格 式

#< Ε 3 Α Β 迭代
Ρ

一 生 :,乙 Υ ,盆 ; ≅ ) Υ Ψ

Ρ 一 ,‘
Χ < Δ > > 一 0 Ε ΒΦ Ε 4 迭代

:Ρ 一 ,‘; 一 ’, 艺

Ρ :4一 ∴ );

Ρ :−一 ∴ ) ;

∴ :! 一 ∴ ; Ξ:Ρ 一 ∴ ,石; Ρ
一 ‘:Ρ 一 ∴ , ‘ ;

0 ∃ & 迭代
:4一 ∴ ); 一 ‘

Π :� 一 ∴ ;−Υ ∴ Ψ Ξ

( ∃ & :/ 0∃ & ; 迭代
:−一 ∴ 【;

一 ,
Π :� 一 Ι ;4 Υ :Ι 一 ∴ ;【Υ Ι Ψ Ξ

0 0∃ & 迭代
, 一 ∴ :! 一 ∴ ;〔:−

一 ∴ ); :‘
一 ∴ Ψ ; Η

一 � 一:, 一 )一 Ψ ;

Ο3∴[[[

Ρ 一 < / 一刀∗

/ 1 ∃ & 迭代
:Ρ 一 < / 一夕∗;

一 � ∀

蓄:� 一 了;Ρ Υ :Μ 一 < ;
/ Υ :丁 一 刀;∗ Υ Μ / Ι Υ Μ ∗‘ Ξ :Μ 铸 Ο ;

1 ∃ & 迭代
< Υ 刀

!

:ςΡ 一砖 一夕∗;
一‘
Π:! 一 < 一

:/
‘ Υ ∗‘ ; Υ < ∗ Υ

刀;Ρ Υ :< Υ 刀;

刀/ Ξ
<一!

刀

。一

梦
。一

梦
Σ

Ρ 一 < / 一刀∗ :Ρ 一 < / 一刀∗;
一 ’

Π :� 一 < ;Ρ Υ :< 一刀;
∗ Υ < :/

, Υ ∗,

; Ξ

刀 刀 Ρ 一 < / 一 刀∗
:Ρ 一 < / 一刀∗;

一 ‘
Π :� 一刀;Ρ Υ :刀一 < ;

/ Υ 卢:/
‘ Υ ∗,

; Ξ

=甘引八八钊月钊

4
Ε>
∀

Ε>
∀

44

4
∀∀

ΕΕ
∀

4

44
∀

、=甘=“八%

刀
∀ ∀

!,,

刀
∀

不
∀

乏 
∀ 妇口
‘

三
、

+ ΕΙ ϑ ΒΚ Ε 正定矩阵

考虑到将 / 1 3 & 方法应用到有限元问题
,

考虑更一般的情形
Μ

:Β; ( 和 Ρ 是 + Ε Ι ϑ ΒΚ Ε 正定矩阵

:��;Θ � , 0 Μ
是斜 + Ε Ι ϑ ΒΚ Ε

矩阵
,

即 : � Λ ;

Θ � ∀ ≅ 一 Θ � Θ Θ Μ ∀ ≅≅ 一 0 Μ

定义

] ≅ 十 :Ρ 一 ( Υ 0 Μ ;

∗ ≅≅ 十 :Ρ 一 再Υ 0 Μ ;
∀

: � � ;

则

减 ≅ Ρ 一 :/ Υ ∗; 一 :/
∀ Υ ∗⊥

;

通常
,

由式:� �; 所定义的 / , ∗不一定是严格下三角矩阵
∀

实际应用时
,

也可选取 0 Μ , Θ ! ,

使 / , ∗ 为严格下三角矩阵
。

在式 :�Λ ;的假设下
,

当 。簇。 Υ 刀镇 � 时 , Ο 一 < ￡一刀∗是非奇异的
∀

事实上
,

因对脚
。

,∀ ,

有
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& Ε :Θ �于, 护; ≅ & Ε :Θ !矛, ] ; ≅ Ο

而

3 一 。 , 一 刀Σ ≅ 3 一 旦:3 一 ‘ Υ >
Μ

; 一旦:。一 , Υ > ,
;

�
一 ’

�

≅ 十 Π :� 一 < 一 刀;Ρ Υ :< Υ 刀;( 一 :< > Μ Υ 夕Θ
! ; Ξ

因 Ρ ,
八为 + Ε Ι ϑ ΒΚ Ε 正定

,

故对 犷]3 Ν ]Κ , ]铸 。均有

& Ε ::Ρ 一 < / 一刀∗; , , 户;; Ο

所以
, 当。: < Υ 刀: � 时

,

:Ρ 一 < / 一刀∗;
一 ‘

存在
, 乙

< , , , ,

迭代是确定的
7

将式:�; 代入迭代矩阵 乙。 , , , ,

得

乙
。 , , , , ≅ Π :� 一 < 一刀;Ρ Υ :< Υ 刀;( 一 :< > , Υ 口Θ ! ; Ξ

一 � ∀

Π :� 一 < 一刀;Ρ Υ :< Υ 刀一 � Μ ;( 一 :< > Μ Υ
·

刀Θ
! ; Ξ

: � Θ ;

: �  ;

: � 5 ;

设入是 肠
, , , ,

的任一特征值
, ]子 。为其相应的特征向量

,

若记 _ Ρ 企, ] ⎯ 二 ]⎯ 3 ,

_ ( , , ] ⎯ ≅ α ⎯ 3 ,

: 0 Τ] , ]》 ≅ 公人Β ,

_ 0 ς] , ] ; ≅ Β入! ,

则有

即 )
。 , 。, Μ

于“ 久]
7

Ξ元Π
! ≅

:� 一 < 一刀壮土兰夕 Υ 刀一 � 1 ;肚 :< 无Μ Υ 刀β
Μ ;Β

:� 一 < 一口;]Υ :< Υ 刀;α 一 :< β Μ Υ 刀β
ς ;Β Ξ

“

≅ � 一 9 丁α Τ
:� Μ 卫 一刀;] Υ :< Υ 吞二 !‘; α

Γ :� 一 < 一刀;]Υ :< Υ 刀; α Η
! Υ :< β Μ Υ 刀β

Μ
; !

: � 9 ;

故当 。_ 取‘< Υ 刀_ � 或 。 _ ς1 _ < Υ 刀‘才时
,

对所有义均有 χ川 _ Ξ
,

即迭代矩阵 ‘。”
Μ

的

谱半径 δ: 王
。 , 。, Μ

;_ 4
,

即 / 1 ∃& 方法收敛
。

于是我们证明了如下的定理
。

定理 �

在式 :� Λ; 的假定下
,

当 Ο _ ! Μ : < 十刀_ � 或 3 _ ! Μ _ < Υ 夕簇 � 时
, / 1 3 & 方法 收敛

。

本定理将文〔5」中关于 ( 3 & 方法的定理 4 推广到 / 1 ∃ & 方法
,

从而扩充了文〔! � 中的定

理 !
。

四
、

+
一

矩 阵

设( 3 Ν , · ,

是非奇异复矩阵
,

定义其比较矩阵 ϑ :ε ; 二 :二
‘, ;。&

∀ ’ ∀

为

二“ ≅ Ξ
< “

Ξ
, 二‘, 二 一 Ξ

< ‘,
�:Β铸 Β

,
� : Β

,

φ簇 , ;

且定义
甜:( ; ≅ Π γ ≅ :西

‘, ;。Ν
” , ” Μ

4Α
‘,
4≅ 4

< ‘,
χΣ �蕊 Β

,

φ: 。 Ξ 为与(相伴的等模矩阵集
。

注意
7

减
、

ϑ :( ;。口:减;
。

又令,二
’ ”

表示在, , ”

中所有对角元不为 。的矩阵的子集
,

即

,二
·
’ ≅ Π( 3 Ν ” · ” Μ < “ 笋 Ο

,
�簇 Β: = Ξ

对任意 ( ≅ :<
∀ , ;。Ν 二” 可以分解 γ ≅ :西

‘#
;Ε α :( ; 成为

γ ≅ Ρ :γ ; 一 /:γ ; 一 ∗:γ ; 一 / ,

:γ ; 一 ∗,
:γ ;

其中 Ρ :∀ ;
, /:γ ; , ∗:Ε ;和 /‘ :γ ;

, ∗‘ :γ ;分别为 γ 的对角矩阵
,

严格下三角矩阵和严格上三
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角矩阵的一部分
。

定义

−:γ; ≅ :Ρ :γ ;;
一 �

Π‘:γ ; Υ ∗:γ ; Υ / ,

:γ ; Υ ∗,

:γ ; Ξ :γ任α :再;;

为γ的相伴 #<Ν 3 ΑΒ 矩阵
。

设 γ ≅ :Α
‘, ; 任& “ · ’ ,

Α
‘, 《 Ο :]笋;’, �: ]

,

;’: = ;

令 , ≅ Μ χ 一 日

其中
Μ ≅ Ι = < ? 诬阮

‘

Ξ
。

显然
, , 二 :Ν

‘, ;是非负矩阵
,

且满足
�‘ 感‘ ”

,
∀ 。 ≅ Μ 一 西“ ; 3 :�镇 Β《 = ; , ,

‘, ≅ 一 Α
‘, ; Ο :� : Β

,

φ簇 刀 ,
Β铸φ;

。

众所周知
,

当
Μ ⎯ δ: , ;时

,

称γ是非奇异州 一矩阵
,

其中δ: ,; 是矩阵, 的谱半径 Σ 且当 二

:( ;是非奇异 η 一矩阵时
,

称 减任 , , ”

是非奇异的 + 一

矩阵
∀

最后
,

如果 γ ≅ :Α
‘, ;任, , , ” ,

则 �γ #≅ :−Α
‘,
−;任& ”

,
’ ∀

利用 6 3 Ι α< Κ�Η 关于矩阵正规分裂的思想
,

有定理 !
∀

定理 !

设( ≅ :山, ;〔,二
’ ”

:= ; ! ;
,

则下列三个命题等价
Μ

: Β 户 是非奇异的 + 一 矩阵 ,

:! ;对于任意 γ〔甜:( ;
, δ:−:γ ;;: ι :Ξ−:∀ ; Π; ≅ δ:−:ϑ :( ;;;: � Σ

‘Λ ,对于任意 ’任“

丸 则

浏
,

脸
Ο

,

且 。 _

ϕ
‘

<,δ; 铆 _
下可志骊了

时有

δ:)
。 , 。, Μ

; � 一 Μ
卜

Μ ι :� � :γ ; −;_ �
∀

:4;令今 :! ;的证明可见文〔Θ Η
,

从略
∀

只证:� ;令今 :Λ ;
。

先证 :κ ; ≅ ‘; :Λ ;
Μ

由式 :� � ;知

‘
∀ , , , Μ ≅≅ :4一 < Δ 一刀6 ;

一 ,
Π :� 一 丁; , Υ :Μ 一 < ;Δ Υ :Μ 一夕;. Υ Μ % , Υ Μ 6 ,

Ξ

业记

∴
。 , , , 、 ≅ :卜 < �Δ 4一刀−6 Π;

一 ,

Π Ξ� 一
Μ
�� Υ :了 一 < ;ΞΔ 4Υ :Μ 一刀;�6 4Υ

Μ
−%

,

−Υ Μ Ξ6
‘

4 Ξ

显然
, 当< ; Ο ,

刀; Ο ,

且Ο : Ι= <? :< ,

刀;成‘时
,

有

χ :卜 女Δ 一刀6 ;
一 �

�: :, 一 < χ Δ 4一刀χ 6 Ξ;
一 ‘

及
φ乙

。 , , , Μ

Ξ《 〔
。, 。, Μ

作矩阵

(
。 , ι , Μ ≅

� 一 χ � 一 丁
Ξ

Ι
卜 Ξ# :γ ; Ξ

的分裂

其中

冗
。 , 。, Μ

≅
风

, 。, Μ
一 目

。 , 。, Μ

“
。 , , , Μ

≅

鲁
:卜 < , Δ 一刀一6 4;

”
。 , 。, Μ

≅

吞Ι , , 一 Μ
Ξ, Υ :Μ

一 ;ΞΔ , Υ :Μ 一 , ; χ 6 , Υ Μ
, Δ ,

ΞΥ Μ Ξ6
,

Ξ,
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则对 Ο : < ,

刀_
1
有

]
。 , 。, Μ

≅ 云
一 ‘。 , 。, 、

两
。 , 。, Μ

且期
一 立。 , , , Μ

; Ο ,

厂
。 , 。, Μ

≅ 后

∋
。 , 。, Μ

妻 。 ,

则(
∀ , 。, Μ

有正规分裂

。 , 。, Μ
一 ∋

。 , 。, Μ

� 一 Ξ� 一 了 Ξ 了
∀ 1 , , , 。 、

八
≅

7

—
� ∀

一

—
Ξ # 、。 ; � ∀

1 、 4 一 Ξ � 一 丁 �
‘ ’

λ

当 。_ ·

气责渝
万 时

, ( 一 , < , 。, Μ

; Ο

因此

此时 ι : 乙
。 , , , Μ

;_ �
。

ι :)
。 , , , Μ

;‘δ: )
。 , , , Μ

; : Β : Ο 镇 < ,

刀: Μ :
!

� Υ δ:Ξ−:γ ; #φ

又作(
。 , , , Μ

的分裂

万
。 , , , Μ

≅ η
。 , 。, Μ

一 ∋
。 , , , Μ

其中

期
。 > , 一 Μ

�
, ∀ Ζ Μ

二
, ,

。
、 ∀ 、

“
‘ , ”, Κ

≅ 份 龙� � 一 丁 #’Υ � 4φ ‘。 ; 4 矛‘丁夕 Δ ;

且∋
< , 。, Μ

》∋
。 , 。, 、,

所以由文 Γ� �知

δ: )
。 , 。, 二

; ” δ:朋
一 立。 , 。, Μ

二 ι :Ξ � 一云4, Υ Ι

。 , 。, ,

;: ι :期
一 �。 , , , ,

∋
。 , 。, ,

;

�� :γ ; Ξ; ≅ �� 一
Μ
#Υ

Μ ι : ## :γ ; #;

综上所述
,

当 < ; Ο
,

刀; ∃
, Ο : < ,

口_
1 _

!

Β Υ ι :Ξ#:γ ; �;
时

, ι :)
一 , , , ,

;《】Β 一 了 �Υ

Υ 印:Ξ# :γ ; χ;_ �
。

次证 :Λ ;ϕ 乡 :� ; Μ

因二 :( ;任习:( ;
,

所以
, ι :−:二 :人;;; 二 ι :�� :ϑ :( ; ; Ξ;

。

任选 3 : Ι _ �
,

使 Ο _ 拍盆又 :< ,

刀;

_ ·_万刃备丙”
,

则从 , ‘川
Υ ·。:“ χ “ , , , _ ‘推出

·:ι‘−‘ϑ “ , , , 一 ‘, _ “
·

因
·⎯

3 ,

必有ι :−:ϑ :( ;;;: �
,

故二:( ;是非奇异的劫 一 矩阵
,

于是(是非奇异的+ 一 矩阵
7

从定理 ! 得
Μ

推论 � 设 八 是严格对角占优和不可约对角占优
,

则对任 意 γ任甜:(; 和 < ; 3
,

刀; Ο

。 , Ζ
Ζ Ζ Ζ , 。 、

一 Ζ , ! 、 。甲 = 。 、林
∀ ,。
‘” 、

‘Β

ϕ
‘< , ι 户、

百

气
一

石币可五可万
“” ’ 乙 ‘ ”几 刀洁仪联

‘

推论! 设 人是η 一 矩阵
,

则对一切 γ任口:( ; 和 < ; 。,

刀; 3 ,
。_ ϑ <Τ :< ,

刀;: 了_

!
Β Υ ι :Ξ, :盯

ϕ

万
,

这里将文〔5
,

/ 1 ∃& 方法收敛
。

中定理 ! 系 �
、

系 ! 推广到 / ∃1 & 方法中
∀
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五
、

) 一 矩 阵

Κ

定理 Λ 如果再 ≅ Ρ 一 / 一 ∗ 一 / ‘ 一 ∗ ‘

为 )一

矩阵
,

令 义
。 , , , ,

≅ ι :)
一 , 。, ,

;
,

则当< ; Ο
,

刀》 Ο ,

杏_ 叮砚Τ :<
,

户 _ Μ _ 4 时有

』
竺兰』竺土竺上

≅ 。
丁:三二竺

Υ
粤,

∀ , , , ,

、。
Υ

:上望
一

Υ

李
⊥

。 , 。, ,

、, Υ :。, Υ , ,

;飞: 4。;
1

’

【、 1 Ι 一
‘ 尸 ‘ 一

, 、 了 1 一
‘ 尸 ‘ ’

,

”
#

、 7

一

证 由 )
。 , , , ,

的表达式 :� � ;知
,

当< ; 3 ,

刀; 3 ,
Ι

3 _

−=<Τ
:< ,

刀; _
‘_ Β时 )

, , , , ,

; Ο
∀

由非负矩阵理论知久
。 , , , ,

≅ δ: 乙
。 , , , ,

;是 气
, , , ,

的一个特征值
,
从而存在一非 。向量 Τ 》 Ο 使

:之
一, , , ,

一 4 Υ Μ ;Τ ≅ Π :Μ 一 < ;Δ Υ :Μ 一刀;6 Υ Ι :Δ
’ Υ 6 ‘

; Υ < 几
。 , , , ,

Δ Υ
脚

∀ , , , ,

Ω Ξ Τ : ! Ο ;

从而澳ϕ 于丝生
; 。

。
负矩阵

λ 丁一 <

−

—
十

、 1
于几

。 , , , ,

;
Δ Υ

:共旦 Υ

誉
“

一;
6 Υ ‘%

’ Υ 6 ”

的一个特征值
,

于是得

之
< , , , ,

一 Β Υ 丁

了

一
Ζ

「Ι Ι 一 <
哥盔夕4 吸

—
宁

) 、 1
导久

· , , ,

∀;
% Υ

:东终
Υ

令
· , , , ,

;
6

Υ ‘“
‘ Υ 2 ,

;
」瞥

Σ
: ! � ;

韭存在非。向量 2; 3
,

使得

「:二于巴 Υ 粤,
∀ , , ,

加
、
:二于旦 十

粤
、
。 , , , ,

、
6 Υ :

Δ , Υ 6 ,

;、−
2 ≅ 。2

‘ 、 ‘ ∀ � 、 杏 ‘ , 、 , #

: ! ! ;

Π :‘ 一 < ;% Υ :公 一 夕;6 Υ Μ :Δ
’ Υ 6 ’

;Υ :� 一 Μ ;− Ξ 2

≅ Π :“了 一 了Υ � ; , 一 入
。 , , , ,

:< Δ Υ 刀. ; Ξ 2

:Β ; 若 拼丁 一 了 Υ 4 ⎯ 。
,

则有

夫二
, 。 ∀ , , , 。 ∀ , 、 、 Ζ

, , , 、 ,

二
, 。

、 、 , ∀ , , , , ∀ 、 , , 、 ∀ , ‘ 、 、
。

Π, 一 , , 色声竺一 :< Δ Υ 刀6 ; Ξ
一 ‘

Π :Μ 一 < ;% Υ :Μ 一刀;. Υ Ι :Δ
’ Υ 6 夕

;Υ :� 一 � ;一Ξ Ω
拌丁一 丁 十

�
、 一’

: ! Λ ;

≅ :拌丁 一 丁Υ � ;2

记上式左端矩阵为Χ ,

则拼Μ 一 Ι Υ �为Χ 的特征值
,

从而有

: ! � ;

盯 一 1 Υ �《δ: Χ;
∀

而由式 :! 4; 可证

Χ : 乙
∀ , , , ,

且 盯叮 Υ �《ι :Χ ;: ι :)
。 , , , ,

; 二 入
。 , , , , 。

从而 拼《

立便得式 :� 8 ;
。

入
一 , , , ,

Υ 公 一 �

丁
与式 :! � ;联

:ΒΒ ; 若
‘拌一 ‘ Υ � 二 Ο

,

则有 ‘拌二 Ο , � 一 ‘ 二 。
,

从而得 “二 。
, 1 ≅ �

。

且由式 :! �; 知式

:�8 ;成立
,

且从
, , , ,

≅ Ο
。

:ΒΒ Β; 年 一 Μ 十 � _ 3 ,

由式 :! Λ ;利用反证法易知这是不可能的
。

定理证毕
∀

利用反证法
,

由定理 Λ 可推出如下推论
Μ

推论 � 如果 流 ≅≅ Ρ 一 / 一 ∗ 一 / ’一 ∗ ‘

是 乙一矩阵
,

且 < ; Ο
,

刀; Ο
,

Ο : Ι = 几Τ :< ,

刀;

: Μ : �时
,

若记γ ≅≅ % Υ 6 Υ Δ ’ Υ 6 ‘,

则有
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:Β;ι :γ ; ≅≅ 3 令令ι :)
,

; 于Β 一 丁令今ι :)
∀ , , , ,

; ≅ � 一
‘

Ι

:��;δ:γ ; ≅ �令今δ:)
,

; 二 �令今δ:)
。 , 一, ,

; 二 �

:���; Ο _ δ:γ ;_ �令今� 一 了_ δ :)
,

;_ �令今 � 一 Ι _ δ:)
。 , , , ,

;: �

且有估计式

ι :)
。 , , , Μ

;‘ � 一 公:4 一 ι :γ; ;
。

:Β6 ;δ:γ ;⎯ 4令今δ:)
,

;⎯ �令今δ:)
。 , , , ,

;⎯ �
。

且有估计式

ι :乙
。 , , , ,

;; � 一 丁 Υ 了δ:日;
。

: Ο _ 了_ � ;
。

其中 0 ∃& 迭代矩阵为

乙
, ≅ :, 一 Μ :Δ Υ 6 ; ;

一 Β
Π :� 一 Ι ; , Υ 丁:Δ

’ Υ 6 ‘
; Ξ

证明类似于文〔 Η
,

从略
。

这个推论表明
Μ 当 < ; 3 ,

夕妻 。 ,
3 _ ϑ <? :< ,

户 _ Ι _ 4时
,

对 卜矩阵而言
,

#<Ν 3Α Β迭

代
, 0 ∃& 迭代:Ο _ 。 二 丁_ �; 与 / 1 ∃ & 迭代同时敛散

, 它包含了文〔!Η 中 定 理 � 和 定 理 Θ 的

结果
。

六
、

收敛性的三个判别准则

根据如下几个引理
,

易于导出我们的收敛性判别准则
∀

引理 �〔9Η 如果矩阵 ( 严格对角占优或不可约弱对角占优
,

则 ( 具有Μ非 3 主 对 角 元
,

且

Φ Ε Κ( 笋 Ο
。

引理 ! Ι8 , 如果( ≅ :<
‘, ;

。 二 。

的主对角元全不为 ∃
,

日
今 Ξ

一

自‘

一 ‘ ∀ # − 口 心‘

侣
∀

丁≅ �
‘护 下 χ

“: ‘
,

’“‘
Ε ’

“
。
’

定理 �若线性方程组式:�; 的系数矩阵 ( “ :山 , ;
。 Μ ,

满足下列三条件之一
Μ

:Β ;系数矩阵 ( 严格对角占优
,

即
铭 − , Β

万, 卜竺二些 4 λ
,

‘‘“ 4 召“ 4 、、 4

# ≅ Β

二
φ共 ‘

:ΒΒ ;系数矩阵 ( 不可约且弱对角占优
,

即

鑫险
φ子 ‘

: !  ;

且至少其中一个不等式严格成立
∀

:ΒΒ Β; 系数矩阵(的主对角元<4’]全不为 3 :Β 二 �
,

!
,
⋯

,

=;
,

且满足条件

令 Ξ鱼二 Ξ
!

‘

泉
Μ

4
< ,‘

Ξ、
,

‘今 φ

: ! 5 ;

则当 ∃ 镇 < 簇 � , ∃ 镇刀: � , ∃ _ 了毛 4时
,

证 设 气
, , , ,

的某些特征值�入χ》 �’

/ 1 ∃ & 方法收敛
。

则有
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Φ Ε Κ:乙
。 , , , ,

一 久, ; 二 ∃

由气
, , , ,

的表达式:� �; 知
,

当 。 _ Μ : � 时
,

因设 Ξ入χ; χ
,

’

故 4 一 Μ 一 入笋 。

得式:!9 ;的等价形式

Φ Ε Κ μ ≅ Ο

其中

: ! 9 ;

经适当变换后可

: ! 8 ;

μ 二 , 一

Ζ
Ζ
工

入Υ 丁 一 4口
Π :‘ 一 < Υ 天< ;Δ Υ :Μ 一刀Υ 入刀;6 Υ Μ :%

‘ Υ 6 ‘
; Ξ : Λ Ο ;

上式右端Δ , 6 , % ‘ ,

沪 项的系数按模小于等于 4

:4;Ξ入
一 � Υ Μ Ξ; χ

Ι 一 < Υ 入<
4

:! ;�入一 � Υ 丁
χ ; 】Μ 一刀Υ 入刀Π

:Λ ;Π入一 � Υ Ι
Ξ芬

Μ

二识

的充要条件为

: Λ � ;

: Λ ! ;

: Λ Λ ;

令犷
, ≅ δΕ

‘夕,
乡和 Ο 是实的

,

且 。 _ ι : 4 ,
Β 二了几

,

则式 :Λ Λ; 等价 于

� Υ δς 一 ςδ:� 一 丁 ; Ε ν 9 一 ! δ! Μ ; 3 : Θ � ;

当 Ο _ Μ 簇 4时
,

上式只要哪 Ε 二 � 时成立即可
∀

事实上
,

这时式:Λ �; 成为

� Υ δ
, 一 ςδ:� 一 了; 一 !δ! Μ ≅ :� 一 δ ;〔:� 一 δ; Υ ςδΜ

#; Ο : Λ Θ ;

对一切 Ο _ ι: �成立
。

又式:Λ �; 等价于

:� 一 < ;〔� Υ < 一 ςδΕ明 9 :� Υ < 一 Μ ; Υ 夕
!

:� Υ < 一 ! Μ ;�; ∃ : Λ  ;

当∃_ 丁: 4 , ∃蕊 < : �时
,

上式只要 Ν、 口二 4时成立即可
,

而这时式 :Λ ;成为

� Υ < 一 ςι : � Υ < 一 Μ ; Υ ι
ς
:4 Υ 二 一 ! 丁; 二 : � 一 ι ; Γ :Β 一 ι ;:4 Υ < ; Υ ςι Μ 4; 3 : Λ 5 ;

对一切 Ο _ δ毛 4 成立
∀

同理
,

当 ∃ _ Μ 毛 4 , Ο 簇月: �时
,

式:Λ !; 成立
∀

综上所述
,

当 。 _ Μ : �
, 3 ‘ < 毛 � , Ο 砚刀 : � 时式:Λ �; 一 :Λ Λ; 均成立

∀

由此不难证

明Μ 当矩阵(满足定理 � 的三个条件之一时
,

矩阵μ 也满足此三条件之一 这就是说
,

当 矩

阵( 满足 引理 � 一 ! 的条件时
,

矩阵 Ο 也满足引理 Β 一 ! 的条件
,

从而 Φ Ε Μ ∃ 子∃
,

这与

ΦΕ Κμ ≅ Ο 的假设相矛盾
∀

由此知 ι :)
。 , , , ,

;_ � ,

从而 / 1 ∃ & 方法收敛
,

定理证毕
。

往意到
, > 3 & 和 ( 3 & 迭于丈都可作为 / 1 3 & 迭代的特例

,

因而本文所述结论
,

都可 相 应

地用到这些迭代法
,

包含了对这些迭代法的 已有结论
。

最后
,

应该指出
,

本文的部分结果也可在文〔� �Η 中找到
∀

但显然我们的结论要广泛得多
∀
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