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拟线性抛物型方程组广义解的存在性

梁 学 信

9应用数学系 :

摘 要

本文用 ; <3 = > ?≅ Α 方法讨论几类拟线性抛物型方程组第一边值问题广义解的存在性
,

证明了
·

翔在定理  
、

Β
、

Χ
�

用 ; <3 2 > ?泣 方法讨论抛物型偏微分方程第一边值问题广义解的存在 性
,

已 有 不 少工

作
,

如文 〔 〕
、

〔Β 〕
、

〔Χ 〕等
,

文 〔3 〕还讨论主部是对角型的二阶线性抛物型方程

组的广义解
。

本文仍用 ; < 3= > ? ≅Α 方法
,

进一步证明一类非一致拟线性抛物型方程组
,

及 两

个自变量两个未知函数的主部是常系数的拟线性抛物型方程组广义解的存在性
,

得 出 定 理

 一 Χ
。

一
、

定义及引理

设 口 是 &
,

的有界域
,

Δ 二 口 Ε 9Φ
,

Γ 〕
,

0 Η 日口 Ε 9Φ
,

Γ 〕
,

在 ∃ 中讨论拟线性抛物型方

程组

日召
,

乡<

口∀ 六
‘ 9Ε

, ∀ , % , Ι 二

: ϑ < ,

9Ε
, ∀, Ι , 。,

: Η Φ 9  :

的第一边值问题
“·

Κ
� Η 。 “ Λ

·

9Ε :
, “·

Κ
�

Η ” 9 Β :

> ΗΗ  
,

⋯
,

∋

的广义解
�

式 9 ≅ : 省写 Γ 对 ≅从  到 , 求和
� Ι Η 9二 Μ ,

⋯
, Ι , :

, 2 二 9< ‘
,

一
, < 万 : , ‘Η 9ΛΜ ,

⋯ ,

肠 :及 。‘二 9毗
Μ 一

, <
匀“ 二 ≅ ,

⋯
,

劝是 ∋ 维向量函数
。

向量
Ι 的长度用 3川 表示

,

对其余

向量及下面将出现新的向量其长度的表示类推
。

设

Φ9 久9Ε
, ∀: Ν.

%
−
“

9 < 下9Ε
, ∀, Ι , Ι 二

:

本文  !7 Ο 年  Β 月“ 日收到
�

口忍
,

由
‘
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式中同样省写 了对 了从  到 Μ ,

对
Μ
从 3 到 ∋ 求和

,
并且以后类似的地方不再申明

�

式中
,

. Ι Η 9. Ι 3 ,

⋯
,

. Ι Π :
,

Θ 3 口Ι ,

日Ι ,

Ρ

. Ι ,
Η 几一 当二一

,
� ‘ �

, 一五了一 ,
。

、 ∀− 弄 − % 孟” ,

义9Ε , ∀: 有上界
,

且 才
,
9Ε

,

∃ 〔)< 9Δ :
,

并根据引理 3 及下面讨论的要求
,

设

0 :  ,

且 0 Σ
Β 九

9< 一 Β : Α ϑ Τ <
Δ : Β

我们用3谕二Μ Υ
9。:

」
∋

表示氏 9Δ: 类 ∋ 维向量函数在范数

,

≅
译二Μ Υ 9。:

Μ
· 二

9ΝΜΝ
·

ΚΥ Κ
’

ςΕς
,

:
‘ ·

9‘Μ‘
·· Υ 9·

, Μ ,

一 会ςΕς∀ :
Ω二

下完备化的线性空间
。

〔声一
9。,

」
’
是〔译Μ

, 。

−Κ
。
Κ Η 5 > < ≅

〔‘
。 , Β 9Δ ,

」
“

9。:

Ξ
“
中具有有限范数

黑9丁
。
Ω
·
Μ
Β

。:
于 ϑ

9ΩΜΝ
。· Υ 9一 ‘,

一
,

需ςΕς
‘

:
’“

的元组成的 Ψ ·

⋯
Λ 空、

�

 命Μ
, 。 9。:

Ξ
’的范数为

,,
·
Ω,
「 , , 二 ·

9ΝΜ孔
· Μ 9Ζ

,
,

,

一
:

会 。‘,

:
’“

)评二
, 。 9Δ :」

, ,理 3� 设 一
〔价一

9Δ ,

」
’ ,

则存在

[ Η “Υ 93 ϑ

鱼、Σ
Β

�

0 ϑ  、 月 −

及仅依赖于
, , ∴ , < , 之

一 ’
9Ε

, , :比<9 ,Δ : 的范数
,

而不依赖于
Ι 的常数

‘Σ ∃
,

使

]  
�

>
�

⋯
>, >

� Θ 、 ,

Θ
, Θ � ‘

、

  
‘

>Μ
Ω 9。: [

二簇‘
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恐 #Μ
“ −

‘
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#
。

#
。
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:
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合
,

则
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,
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9
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·

由 + 8 , ς , ·不等式得

#Μ−
。

, 5 ·
,
‘
ςΕ ς“”‘
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”

)
合

9Δ :

3 「, 「 二
Θ
‘ �

⋯
Θ

、, _ ‘

灭#
。

#
。 人9Ε

, ‘, #5 “ #
“ ‘Ε< ,

: 9 Χ :

另一方面
,

由 + 8 3ς = >
不等式及嵌入定理

� � � 口

二
#
。

,
·

,
Ω

ςΕ 、
9−

。
‘
·
Κ
Β

、:
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。
Κ
·
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所以由式 9 Χ : 及 1 2 Ι Α ⎯ 不等式得
心

二
−Μ−

。
,
·

,
Ω

、
Μ 、。9一

‘

黑Ν
。
Κ
·

,
Τ

ςΕ :
一
α 9ΝΜΝ

。‘9Ζ
, ‘, Κ5 · ,

·

叫
‘

皿
Θ

] >
�

>
�

⋯
3 「, α

二
、 � Θ

� Θ

⋯
、飞

乓‘ ,

飞
5 > < ‘

忍怒#
2 β“ ,

‘
“Ε ϑ 火#

。

#
。人‘工 , ‘, −5 “ ,

“< Ε <‘
:

3

> > > Γ > 、飞一

蕊Μ )’
‘

嘴5 > < ≅ > Α <Ζ − 】口 3
‘

ς 尤 ϑ 侣 3 凡9劣
。
才:  . Ι 3 � ς 劣ς ∀ 卜

) 。‘ � ‘ , # ∃

” # 2# ∃
” ”

’

#

定义 ,

成立恒等式

如果对
·。

「声一
9。:

Κ
’ , 5一 9。 Μ ,

⋯
,

一 :。

Ν
·
Κ
·。

〔译Μ Μ Μ 9。:
〕

+

盆

Κ
’

, , 9Ε
,

Μ : Η

ΦΚ

芡#
。

Ν
#。

, � Θ

一 脚习了
十 “ 9Ε

, ∀ ,

Ι , 。二 :

熟
ϑ 。 ·

9Ε
,

,
, 。 , 。二 : 。

,

飞#
Ε ‘,

∃ Ζ ‘ #

Η

−
。“

·

9Ζ ,二 9Ζ
, 。:ςΕ

,

一 Υ ,

一 、
9 � :

则称
·。

3沪
· , Μ 9。:
」
‘ 为方程 “ : 满足初边值 ‘Β , 的广义解

二
、

存 在 定 理

定理  设下面条件满足

当9二
, ∀, Ι , Ι 二 :。 丈石 Ε χ 2

,
Γ Ξ Ε & + Ε & “‘

Κ
,

每个
< 下9Ε

, ∀ , Ι , 。二 :
, < ,

9Ε , ∀ , Ι , Ι 二

可测
,

对几乎所有的 9二
,

∃ 2Δ 关于
Ι , Ι 二

连续
,

且
。 Υ 9Ε ,

,
,

一
:

会
: , 9Ε

, Μ : , 5 ·
Ω
Β 一 ‘

Ω
9Ζ

, , : ,
·

,
Μ 一 !  9Ε

, Μ :
9 Ο :

Φ 9 几9Ε
, ∀:有上界

,
元

一 笼

9Ε ∀:。)
,

9Δ :
,

] Α
0幸〕 6

]

一
,

艺

己Μ 9Ε , ∀:
, ⎯ Μ

9Ε
, ∀:是非负函数

,

且

‘
Μ

9Ε
, Μ :〔Μ 。9Δ:

,

一 δ  一逻
,

[ Η
‘

琪冬9Υ
ϑ 鱼、

,

ε 止 0 十 3 、 几 ,

⎯ Μ 9Ε
, ∀:。) ’9口:

9   : Κ
< α

9Ε , ∀ , Ι , Ι 二

: Ω9 φ Μ 9Ε
, ∀ : Κ.

Ι
3ϑ ς Τ9Ε , ∀: 3

Ι
Ω ϑ α9Ε , ∀:

石Μ 9Ε
, ∀:

,
ς Μ 9Ε , ∀ :

,

α9Ε , ∀:是非负函数
,

且

φΝ9
Ε , ∀:_ 又9Ε

, ∀ :
,

姚9Ε , 亡:。) ε 9Δ:

9 8 :

, 9Ε
, Μ :·Μ Μ ·

9。:
,

去
· ‘一

令
   : �

< 下9Ε , ∀ ,

9 4 :

,Σ Φ 是常数
,

φΤ9Ε
6

Ι , Ι 二: Κ《,汽9Ε
, ∀:  .

Ι
Ω ϑ φ Μ 9Ε

, ∀:3
Ι
3ϑ ! Β 9Ε

, ‘:

∀ :
, ⎯ Μ 9Ε , ∀: 是非负函数

,

且

φ莞9Ε
, ∀ :_ 久9Ε

, ∀:。) ε 9Δ :
, ⎯ 至9Ε , ∀:_ 几9Ε

, ∀:。) , 9Δ :

‘· :

−
。

9
< Υ 9Ζ

, ‘,

‘
,

‘
·

, 一 Μ 9Ζ
, , ,

风 二 :

:
<

, Θ

、

—
叹忍

>
一 封 ,

: ς Ζ
口Ζ ‘

》

)
, 9Ζ

, ‘: , 5 “一 , ,
Μ

ςΕ 9 7 :
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对 , · ,

‘〔

「声
· , Μ 9。:

Ξ
’ 9 < 一 Β , 成立

·

9 5 : Λ
,

9Ε :。瓜Β 9口:

那么式 9  :

、

9 Β : 在χ护
。 , Μ 9Δ :〕

“
中至少有一个广义解

·

证 我们用 ; <3 = >?≅ Α
方法证明

,

设 Ν砂
“9Ε: Κ 是 律奋9口:中的标准正交系

,

作近似解

Ι

二9Ε
, 一
‘:一万砂, 9Ε :<亡

’

9‘: ∀,
χ Φ

,
Γ Ξ

Λ二9
Ε : Η

习砂
,
9Ε :,亡

’

跨
γ

,

9Ε :

七Η  

η 二  
,

9
Μ Β 9“ ,

:
⋯

,

∋

其中 必
’

9∀ :是 ∋ 维向量函数 砂
·

9∀ : Η 9< 全
‘ ,

⋯
, <
扩:的分量

, ,“ Η 9心
, ,

一
,

ι扩:是常

数向量
。

必
’

9∀ :由常微分方程组

−
。

Ν等
‘’“’ϑ “二“

’

∀, Ι ” , Ι

二:

,幸
” ,

口叻七9Ε :

口Ε ‘

ϑ 。·9劣Υ ,
,
二

, 。
Μ : , ·9Ε :

Κ,
Η 。

了 Η  
,

⋯
,

∋ 9 ! :

及初始条件

<
亡

,

92 : Η ? Η  
,
⋯

, 5 , 了 Η  
,

⋯
,

∋

确定
。

 
。

首先证明在定理条件下成立不等式9< 二 Β:

ΚΚ
Ι ,

ΩΚ 9 ,

χ)
‘9Δ : Ξ

∋ 9  Φ :

Θ Θ Θ Θ Θ Θ

「
� Θ

�

, 。 ,
Θ

「> >
。 , � 、 �

Θ
Θ

Θ

� Θ , 二 Θ ,
. > < 3   址α兀   % �

3
一
口Ζ 十   人)Ζ , 不:  . Ι ,

】
�
召Ζ 口不乓‘

2

“‘ , # ⎯

”
# ∃# 夕

常数 ι Σ 2 仅依赖于
Α , 。,

3
,

−Δ −及 七
’9Ε , ∀:。)

<

9口:
,

φ Κ9劣
, ∀:_ 久仕

, ∀:
,

ς Μ 9Ε
, ∀:〔) ε

姆:
,

α9Ε
, ∀:。) “ 9Δ:

, ⎯ Μ 9Ε
, ∀:

、

。) , 9Δ :
,
卜

、

9Ε :〔χ)
Τ9口: Ξ

∋
的 范数

,

少 及
5 。

9   :

ς ≅ 9Ε
, 君:

,

不 依 赖 于

事实上
,

设向量函数 Π
�

9Ε , ∀: Η 9留 Μ 留二:

‘ Μ Η 。Μ
。一 , � , Η  

,
⋯

,

∋

是待定常数
。

以 扩“恤牛
’

9∀ : 乘式 9 ! :
,

然后对 ? 从 3 到
, 及 Υ

从 3 到 ∋ 求和
,

并对 , 积分得

其圣

召
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盯#
。

Ν
ϕ , ·

架
·川 ϕ

·

Κ
Μ

二 Μ ‘·
, , ,

一
“,

器
一”

‘

ϑ 。
·

9Ε , Μ , 二
, ·

Μ : %, Μ
。

一Κ。
‘, ΗΗ 。 9 , Β ,

应用条件 9 Ο :
、

9 8 :得

专−
。
Κϕ

·

9·
,

, : ,
Μ

。 ϑ

#Υ#
。 “9Ζ

, , : , 5 Π
·

。
Β ‘“ , ϑ Υ

#Υ#
。

, ϕ
·

,
’‘Ζ“‘

、

五儿Ν
岔Μ 9一 , :Κϕ

·

Κ
Β ϑ ⎯ Ω ‘一 ‘:一’一

Κ
‘“‘

ϑ

又二Ν
”Μ 9·

, Μ : Κ Υ ϕ
·

, ϑ ‘Β 9Ζ , ‘:Κϕ
·

Ω ϑ , ‘Ζ
, ‘:一Κ, ϕ

·

, ςΕ “

ϑ

合)
, ϕ

·

“
,
。, ”ςΕ

、
奋#Υ二

, 9·
,

, : , 5 Π
·

Ω
Τ

ςΕ “ ϑ

合−
。

, ϕ
·

‘二
,
。, ,

’‘劣

,

「
‘

「> 公9Ε
,

∀:
�

, , Θ 二 、 �

# , � , , 、

飞一
, ,

� , , � , ‘ 、

一
,

,
� Θ , Θ ‘ 、

 二
,

二
宁 #

。

#
。

飞飞流丈万 了宁 “ , 、弄 , ‘夕 十 “ , 、弄 , ‘,
α 3, ’

Κ一
−、‘ ’ ‘夕#,

’

3 宁 ⎯ ‘“汤 , ‘夕丁
“‘“ ‘

上式应用 +川ς => 不等式得

#
。

,ϕ
·

9Ζ
, , : Κ

Τ

ςΕ ϑ

芡丁
。 “一 ‘: , 5 Π

·

Κ
Τ
ςΕ ‘, ϑ Β

砚−
。

, ϕ
·

,
Μ
ςΕ ‘,

、 ι 】

Ν
Κ
·‘Ε

,

∀: ΩΚ Π
’

3Ω
Β ϑ 皿α9Ε

, ∀:  甲
,

) 空9Δ:

− ϑ −石
,

) 又9Δ :

χ )
‘专

9Δ :〕
∋ ) ‘’9Δ: χ)

, 9Δ:〕
∋

ϑ  !
Μ 9Ε

, ∀: 9  Χ :

、卜」卜

∋,月�#、,矛

Δ
产>、Β)

>�)

其中
∀: Η φΚ9Ε

, ∀ :_ 之9Ε
,

所以式 9  Χ :

∀: ϑ ς Μ 9Ε
, ∀: ϑ 心9Ε

, ∀ :。) ε 9Δ :

左边对 ∀ 求上确界
,
右边应用 ) , 9Δ : 的内插不等δ3尹因 Β δ 广 Η

式
,

得
5 > 。≅

⊥<Ε 9 ,
Τ

ςΕ ϑ

−Μ−
。“9Ζ

,

∀: Κ5 Π
,

Ν
’
ςΕ ς亡ϑ Β拼卜

”

−
,

、 ι Μ

干
Μ

�
Μ
�

Θ Θ

皿Π
·

) 叮
9Δ :

ϑ � !
Μ

− ϑ � Λ
·

ϑ , Τ

−

〔)
� 9Δ: Ξ

万

ϑ 几  α3
’

〔)
‘9Δ : Ξ

万

−
Β

χ )
Τ9口: Ξ

万

Π
�

−
�

χ工
� 9Δ :Ξ万 ) 忍,

9Δ :

) 3 9Δ :
Κ

再用引理  在 < Η Β 的情况
, ’

有

卜Μ
Β ϑ Β匹卜

,

�
Β

χ)
‘9Δ: Ξ

万 χ )
� 9Δ : Ξ

万

ϑ ,Τ

卜
,

�
Β

χ ) ‘9Δ :Ξ
万

ϑ
, ⎯ Μ

− 十  8
,

�
Β

) 3 9Δ:

χ)
Τ 9Δ :〕

,

、产色

乃Δ∃99了
、�

、ι Μ

可
Μ

−
<

一
Θ

、 ) ε
卜

,

−
盆

ϑ , Μ
� 了皿

’ Μ Υ
Μ 9。:」

,

Κ
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, 是引理  中的常数
�

我们先取
。
充分小

,

使
。
ι3 , ,<3

�

二
再取 踌“脚

,

使

,
,

,
, ‘、

] 。。
>

二 γ “一 � ] γ 。
Θ Θ Θ , Θ Θ

召。户
一

认一
, 蒸袭:口 四 工%#与飞岁长则 3叫里 Υ谈哆义

Ι “

、Ε , ‘: ,

‘

) ε 9口:

便得不等式

 

丁
’

9  Φ :
,

从而式 9   : 也 可

得到
。

由式 9  Φ :
、

9   : 知 “ ,

9Ε , ∀ :在 χ )
‘9口: Ξ

∋
中弱收敛

,

设为
· ’

‘Ε
, ‘,

一
‘Ζ

, ‘,

9χ
)“。:

〕
“

:
而且有

材 久9Ε , ∀:

事实上
,

由式 9   : 和不等式

口Ι ”

口Ε ‘一矿 几9Ε, ‘:
云 9χ

) Μ 9。:

〕
‘

:

「少 >

#
。

#
。 −5 “”

� “ ςΕ ς∀ 动久
一 ,

「Υ 9Ν
,
、9二

,
, :一、

Ι ·

3
,

γ ‘,

、
一

Μ
6

9Δ :
、# “

斋一会 9〔
) 。‘Δ,

Ξ
“

:
, 二 ’ Β 0

0 ϑ  

于是对任意 ”〔〔少‘。, 〕
Ω
且满足护天石介, “任〔‘

。’

‘。:
叹音

Η ‘一

令:
的向量函数 ”,

有

#Μ#
。
、

]

众不万了

器+ςΕ ς∀

一份
。
、

]
会+ςΕ ς∀

撇
、

、
、会一

。

9【
护
叫勺

�
�

则对上到
,也有

赚
“

]
器+ςΕ ς∀

一几
。

+ςΕ ς∀

因此由极限的唯一性便得

。 二
了 入9Ε

, ∀:
一

号于
口弄 ‘

毗
〔 

卜样
,

可证 二9Ζ , ‘:

一
9Ζ

,
, :

9−
) Μ 9。:

〕
“

:
,

关于 ,。Μ 。
,

Γ 」
�

是一
黝

,

及

% 气Ε , ‘:〔)
犷

“ · , ‘叼 , 」
·

Β
�

证 Ν
。 ·

9Ε
,

, : Κ 中可选出子 η−# 9 仍记为 Ν
Ι ·

9Ε
,

, : Κ : 使

乡Ι 一 Θ

口Ι
#

下不二一 � � 笋
一 , 一

∃ Ζ ‘ ∃ Ζ ‘

% ,

9Ε
, ∀: � 令 Ι 9Ε

, ∀:

9〔
) 。 9Υ ,〕今

9〔
) Μ‘。:

〕勺
且 Ι 9Ε

, ∀: 是式 9  :
、

9 Β : 的广义解
�

首先
,

由条件式 9 4 : 及 + 8 3ς = >
不等式得

Ν
,

α
Θ

# ∃# 曰

Ω
< 二9Ε

, ∀, 。 � , 。

川
Β

入9Ε
, ∀:

、
,、

《丁
。

Ν
、9Ζ

, , : , 5 二 Ω
Μ
午 鱿9Ε

,

∀:
久9Ε

, ∀:

,二 ,
Μ ϑ 6

架兴Κ“
ς∀

、ι丁一Μ 专 Υ 。
一

Β ϑ 一
。

一
Μ

�

 车3 一。3卜手
一

二

χ护9Δ: Ξ
“万

χ)
‘9Δ: Ξ

份朋 八   ) ε 9Δ:
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、  !    
,

> 口一一二甲6 6 � ,

� 元 皿工 Μ 9Δ : ,

所以由式 9  Φ :
、

9   : 知有函数 ( 二9Ε , ∀:
,

< 苍9Ε
, ∀ , Ι , , Ι票:

扩
#

双不
6

幻
� � � ‘卜

使

( 下9Ε
, ∀:

扩 几9Ε , >: 9
Μ Β‘Δ ,

: 9  � :

≅ Η  
,
⋯

, 九 , 了 Η  
,
⋯

,

∋

由涤件 9 8 :得

几⋯ 9Ζ
,

,
,
二

, ·Μ : ,
忿·

ςΕς∀
、

−Μ#
。

9
”Μ 9Ζ

,
, : , Υ 一卜 ς Τ‘Ζ

, ‘: ,二卜 , ‘Ζ
, ‘,

:
‘’

ςΕ “

、

ιΝ
,“ Υ 二 ,

Μ ’

Μ Μ
Β 9。, 〕

。二

ΚΚ夸
乙− _ Β

ΝΔ Κ
’一 ‘’ _ Β 一‘’ _ Β 叮

ϑ −
Ι ,

−
‘’

χ)
‘9Δ: Ξ

万

所以有函数 (
>

9Ε
,

∀:
,

使

�心3
‘’

) ε 9Δ :

ΩΔ3
‘一 ‘’_ ‘一 ‘, _ 口 ϑ

) “9Δ :

< ,

9Ε

设向量函数 59 Ε ,

∃

, ∀ , Ι , , Ι 了

Η 9∀Υ 3 , ”
’

6

:

∴=
(

护

9Ε
, ∀ :

� ,一 Μ Μ �

、。:
Κ

9
) Μ ,

9。:
: 9  Ο :

。· :。

〔渝‘
Μ Υ 9。:
〕
’

犷 Η 3 ,

⋯
,

∋

,

且 叮Ε ,
Γ : Η ∃

,

那么存在

。 Μ 9Ε
,

, : Η

习 , , 9Ε :ι亡
· ,

9, :
吟

。 ,

9Ε
, Μ :

9译Υ Μ Μ‘。,

:
 Η  

,

⋯
,

∋

其中

=亡
·’

9Μ : 一 。
,

=
, ·’

现以,季
� ’

乘式 9 ! :
,

对 ? 从  到
5 ,

部积分
,

然后令 53 , 22 得

“: Η

9
ι全

’

“
‘:, 一

,
ι扩

’

9‘:
:
·

对
Μ
从  到 ∋ 求和

,

对 ∀ 积分
,

并将第一项分

−Μ#
。

Ν一Μ鲁
ϑ ·

Υ
9
一

∀∴ % �

·
Υ:会

ϑ 二
9
Ζ ,

,
,
一

, ·
Μ :
二
ΚςΕ

ς‘

左

户

κ知得

在式 9  8 :中令
, 。ι2

Ε ,
Φ :口

一

9Ε ,
Φ :ςΕ 9  8 :

买#
。

Ν
ς 刀

,

一 卜汤>

二、

口”
, �

, 一 , Θ ‘ 、
Θ

 
才Θ 才 �

Θ α
∀ , Θ 、 , Θ

个 点
‘气再 , ‘少一获二一 ,α 八

’

、丹 , ‘少% , >“‘ “ � 一 � ] < , 、丹 少孙
α 、人一 5 户“人

口弄‘ 夕 # 甘
9  4 :

式 9  8 : 减去式 9  4 :
,

并设
。 , Η 9。甲一 Μ 一

:刀9∀:
。

其中

亏9> :
Ν

3
,

玄一 >

“

Κ了伙Φ ,

∃9 > δ ∀ 一 ￡,

∀ 一 Μ

杀 9 ∀,

∀《> 镇 Γ
。

再令
。、。,

有
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 「
� Θ Θ 二 Θ Θ Μ , #

Θ Θ �

「
‘

「了
Θ 。 , Θ Θ , Θ Θ Θ Θ 。 、 # , , Θ Θ ,

八 < 乙
。 、

、 , ,�

丁#
。 Κ“

“
一 Ι Ω

一 “不 十
#
。

#
。

、
“ ‘、石 , ‘, “” “ ‘声一 人‘、弄 , ‘’:百牙了、

“‘一 “ ,

:
“Ε “ ‘

十

−ΥΝ
。

9
·’

“
, ‘’ “”

Η

音丁
。

,一
“”ςΕ

· , : 一 , ‘Ε
, ∀:

:
‘Μ , 一 。:““

因为上式不含 9
·

卜 阶

:对
, 的导数

,

对
% , ·、

3氏
, Β 9

叫阮
Η Β : 是成立的

�

所以可

对
Μ 里及 价。,3 9Δ : 且在 0 为零的函数导出上式

,
再通过极限手续

,

便知上面的运算合理
�

将上式改写
,

并应用条件式 9 7 : 得

 α
� Θ Θ 二 Θ

二 , #
Θ Θ

�

户「
, , Θ Θ 、 、 ,

Θ
, Θ Θ Θ

气二 3] −% “

一 % Κ
“ “万 一   Θ 几气弄 , ‘少− . 气Ι ’

一 , 少3
一 Ι 工 Ι 不

‘ # “ # ∃# “

、 一

ΝΥΝ
。

9
· Υ 9Ζ , , ,

一
卜

< Υ 9Ζ
, , ,

一
:

:会9
·

卜 二
:“

“

一

丁Υ丁
。

9
· Υ 9Ζ

, ‘,

一
卜 ( Υ ‘Ζ

, ‘:
:斋9

·

卜 二

:ςΕς∀
ϑ

ΝΥ丁
。(

·

‘Ζ
, ‘:9· Μ一 :ςΕς

, 一

丁Μ丁
。二 9Ζ

,

ϑ

合−
。
Κ一

。,
Β‘Ζ

�

∀ , Ι , , Ι Μ :9Ι 军一 Ι ,

:ς Ε ς ∀

由式 9  � :
、

9  Ο : 知
,

估计其余积分
。

由文 〔Χ 〕知

上不等式右边第二
、

三
、

9  7 :

五等三个积分在 5、ι2 时趋于零
。

现

匕 找

Ι 了9Ε , ∀:一] , Ι ,

9Ε
, ∀:

> Η  ,

< � Φ �

在 ∃

⋯
,

∋

因此任给 = Σ Φ
,

占Σ Φ
,

存在 Δ
< ,

当 ⊥ = ∴ Δ
, Η ⊥ = ∴ 9Δ 一 Δ< :δ 占时

,

在 口
。
上

Ι #9Ε
, ∀: 一

致收敛于
拟,

9Ε
, 忿:

,

即

⊥ <Ε #
Ι 竺9Ε

, ∀: 一 Ι ,

9Ε , ∀: 3δ
。

Δ<

因此由定理条件

功< Ε 3
< 下9Ε , ∀ , Ι , , Ι 二

: 一 < 下9Ε
,
龙

, Ι , Ι 二 : Κδ
。

口#

从而由条件 9 ≅≅≅ :

「
Γ
「

�

#
。

#
。 β“  ‘Ε , ‘, Ι ·

:
�

6 ·

3

。 , � 、 �

Ω < 3
Θ

、3
‘ , , Θ

Ι ’ : 一 “ ‘气Ε , ‘, “ , “‘

川万万灭
Ι Μ 一 “”

:Κ
“Ε < ∀

、 ·

几
,

Κ5 9

一
: ,ςΕς

, ϑ

呱
,

Ω 5 9

一
:Ν以, 、

·
, ϑ ”Μ 9 ,二 Κ ϑ Ω

·
,卜 、〕、

‘ ·

9丁几
。
““

, ‘: , 5‘

一
:

�

,
Τ

ςΕς∀ 广9几产
一 9Ζ

, , :γ 己,

:
‘

ϑ = 一Υ 专5 9。
·

了。 , 十 。
� ,

。

 � 几 . ” −
Θ

χ)
Υ

9Δ
‘
: Ξ刀

�

ϑ

) , 9Δ
‘
:

�

、�、盯
」

、 声

口
了性、

刀

羚降十ϑ

χ)
‘9口, : Ξ

∋

〔)
‘9口

,
:〕
左 :

�。
,

Κ专
6

七
] Θ

万、产
Μ
,

∃
了吸

�

白��

梦卜
−χϑ。

一

砂%
���

了��、
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、

9   : 及积分的绝对连续性
,

知 5 , ι2 时
,

蕊如

注意到不等式 9  Φ :

个积分趋于零
。

式 9  7 : 右边第一

对式 9  7 : 中第四个积分有

同理
, λ冲 ι2

’

令 , , 2ι 便得

「, α

#
。

#
。 ,“

了

灭Ε , ‘, “” “ Υ :‘Ι ‘一 Ι
α

: −< Ε < ‘

�

、 ·

乐
。

Ω二‘Ζ
, ‘,

一
Μ : , ςΕ ς ‘

ϑ

丁#
。,

9
”Ω‘Ζ

, ‘: , 5二 , ϑ ς Τ‘Ζ
, ‘: ,二 Μ ϑ , ‘Ζ

,
, :

:
,

一
,ςΕς

‘

式 9# 0 : 右边第四个积分也趋于零
。

因此根据式 9 Χ :
,

在 式 9  7 : 中

口Ε ‘ Η 乡
口Ε ‘ 9〔

) 。9。:

〕
‘

:
,

‘Η ‘
,

一
且由引理  也有

二 9Ε
,

, :
,

·9Ε
,

, :
9〔

) Μ 9。:
」
’

:

器一会
“
·

‘ 在 口

以此所由

< 下9Ε
, ∀, “ , , “ Μ : 一6 : < 下9Ε

, ∀, Ι , “二 : < � = 。

在 Δ

< ,

9Ε
, ∀ , Ι , , “万:6

卜< ,

9Ε
, ∀ , % , % 二

: < 。 = 。

在 口

从而在式 9  8 :中令
5 , 22 便得

Ι ,

9Ε
, ∀: 9Μ Η  

,

⋯
,

∋ :满足式 9 � :
, Ι
伙

,

9 Β :的广义解
�

定理 Β 设下列条件满足

当 9Ε , ∀ , Ι , Ι 二 :。 Ν心 Ε χ2
,

Γ 〕Ε & ∋ Ε &
”万

Κ
,

每 个
< 下9Ε , ∀ , Ι , 。二 :

、

Ι Μ

:可测
,

对几乎所有的 9Ε
, ∀:〔Δ 关于

% , % [

连续
,

且

∀:是式 9  :
、

< ,

9Ε
, ∀ , Ι 6

9、: 对 5 一

3声
。 , Β 9。:
〕
“
成立

Ν
。

Ν
· Υ 9·

, Μ ,

一
:

会
ϑ 二 9一 ‘,

一
,二

ΚςΕ

》

丁
。‘9Ζ

, Μ : ,5
·
Κ
·

ςΕ 一

Ν
。

9
ς 3‘Ζ

, , : ,
·

,
Μ ϑ !  ‘Ζ

, ‘:
:ςΕ

其中入9
Ε , ∀:: Φ

,

有上界
,

且 犷
, 9Ε

, ∀:=)
<

9Δ :
,

0》 ≅
,

且 0Σ
Β Α

月9< 一 Β : ϑ Τ <
# : Β

2《 ς Ε 9Ε
, ∀:。) ε 9Δ :

, 工δ  一聋 3Η 一卫二一了 ϑ 土、
ε # ∴ ϑ  、 忿 −

Φ 9 !  9Ε
6

9   : Ω
< α

9Ε
, ∀ , Ι ,

∀:〔)
’
9Δ :

。二 :  《,  .
%
−

, _ ‘’ ϑ ς Τ9Ε
, ∀:  

%
3声 ϑ α9Ε

, ∀:

其中, Σ ∃是常数
,

⊥ Η
万千了

, 刀δ 3一 3
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Φ 9 ς Τ9Ε
, >:。)

,

9Δ :
,

Φ‘α9Ε
, ∀:。) ‘’9Δ:

 
,

刀ϑ  
。

Θ
Η  一 # 几

—μ

““ , 对 5 一 ‘〔

〔声
· , Β 9。:

」
∋
成立

丁
。

9
· Υ 9Ζ

, , ,

云 虱 :一 Υ ‘Ζ
, ‘,

风 二 ,

:其
9。一

Ι ·
:ς Ε

< Ζ ‘

:

丁
。“ Ζ , ‘: , 5扣一 , ,

’

ςΕ

9 ≅5 : 3
< 下9Ε

, ∀, Ι , % 二

: Κ‘,入9Ε
, ∀: −.

Ι
3
‘ 一 ’ ϑ , −.

Ι
】
“ 一 ‘ϑ φ Μ 9Ε

, ∀: 3
Ι
】

, � ϑ ⎯ 9二
, ∀:

其中 ι Σ 。是常数
·

λ ‘ δ

子
 

�

 
一

�

一 Η 3 一 一

< 口

9Ε
, ∀:_ 入9Ε

, ∀:〔) ε 举 9Δ :
,  

ε 淞

μ 令 <

< 一  一

万一
此

Φ‘ ⎯ 9Ε
,

9 5 : Λ
护

9Ε :吐
Β 9口:

,

 

∀:_ 入万
一

9Ε
6

 Η  , ”
’

,

∀:比
2 ‘

∋

那么式 9  :
、

% 9Ε
6

证 定理 Β

9 Β : 至少有一个广义解

可类似于定理  证明
。

9Δ :

‘, 9

「护一
‘。:
」
’ ·

事实上
,

由条件 9 ≅: 可得形为 9  Φ :

由条件 9 计 : 并应用 + 8  ς = >
不等式有

尹

、

9   : 的估计式‘ 至于定理 3 证明中的第 Β 点
,

Ν
,

Ν
Θ

、
6

# ∃# ‘

<
‘

9Ε
, ∀:】

< 下9Ε , ∀6 Ι 一 。 Ι 竺、 
< >

ς Ε ς ∀

“““

)

、
ΝΜΝ

。‘
一

岑‘ι ‘’

、ι 3

Ν�
‘专 Υ 二。

·

. Ι ,

 
“ 一 ‘ϑ , Ν.

% ,

」
“ 一 ‘ ϑ φ Μ

】
。 ,

3
λ 琳 ϑ ⎯ :

‘ ’

ςΕ ς ∀

2 护 9价 一  :

Α入
一 ’

�
饥 口 − _ 。

) 夕9Δ:

−’
Θ

。 λ 辛 。

ϑ 朋
% ,

  

ϑ Α入
一

‘

. Ι ”

χ)
2

9Δ: Ξ
∋ “

。 ’ _ 口

)
<

9Δ:」
∋ , ‘

一

Υ
一

刻
“ ’

〔)
‘
9Δ :」

∋

3几
一 ’此 Α

Θ
�

ϑ Α入
) ε ,

9Δ: )
“‘

9Δ :
Κ

所以有

、
一

�
一

9Ε , ∀:。、9劣
, ∀ , 。· , 。 Μ :

一
,
一

十 9Ε
, ∀:姓Υ 9Ε

, ∀:

9
) 一 9。:

:
,

“ 3一 ”
‘ , Α , 犷Η  ,

⋯
,

∋

由条件 9 ≅≅ : 有

「Γ 「
�

β
。

#
。 β“

‘

气Ε , ‘, “ ’ � Μ
: , Ω ,

ςΕ ς , 、
丁Μ丁

。

9
ι , 5二 ,

。
一 ϑ ς Τ ,二 Ω , # ,

:
‘’ ς Ζ ς‘

粼和声
一

5Ι Μ
“ Θ

χ)
“

9Δ :Ξ
”∋

� 几
一 ’�

’ ϑ 卜Μ , ‘
’

� 、
Β

�

)
∴

9Δ : 〔)‘9Δ:」
刀

乙∀ 乙�

ϑ −α皿
) , 9Δ : ) ‘’9Δ :

Κ
所以有

< ,

9Ε
, ∀ , Ι , , 。 Μ :

一
(

,

9Ε
, ∀:

其余证明类似于定理 3
。

9
) Μ ’9。:

:
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现在考虑主部是常系数的二阶两个自变数两个未知函数的拟线性方程组

口Ι

—
∴= 户毛‘才

口∀

#含Ι

口Ε ‘口Ε #
ϑ ( 9劣

, ∀ , Ι , � 二 : Η

的第一边值问题
Ι
Ν

Μ Η 。 Η Λ 9Ε :
,

“
Κ

< Η Φ

的广义解
。

其中
Ι Η 9 Ι Μ , Ι Μ :

,
Λ Η 9 ΛΥ ,

ΛΜ :
, ( 9 Ε , ∀ , Ι , Ι 二 : 二 9( ‘,

( Τ: 是二维向量函数
,

人‘, 9≅
,
￡Η  

,
Β :是 Β Ε Τ 常数矩阵

�

定义 Β 行列式

∗ 9言
 ,

占Β : Η Ν人
‘, 雪‘雪,

−
, 5雪。& Τ

所对应的 ∗ 9Μ
,

 : 二 Φ 称为式 9  ! : 的特征方程
,

仅有复根时称为 Α =Γ λ。 。。ν , 盆 意义下的 抛

物型方程组
�

文 〔Ο 〕对椭圆型方程组证明
,

通过方程间的线性组合
,

来知函数及自变数的线性变换
,

可将主部是常系数的在 −3 = Γ
μ2

Ψ 。、。兹 意义下的方程组的主部化为下面的标准形状

久一 ? Τ

?

? 9入一  :

入

。 ,
� ,

厂、 。 、
。 , 一

甘 一“
‘

Κ Κ 口 ] “
] ] 二二6 6 6 二尸

一 十 Κ Κ 下
二6 �

口Ε Μ 口Ε Μ

Κ
。

无,

 口Ε 主
戈 % 一 Υ 一 Ν
Ρ ( _

ϑ
%
�

沼 气一Ζ口一口

、

、
�

Ω
�

κ3刀[_
Α甘,上,上∃

�
� ,

!
、
、

人今 ∀
,

# ∃ %& ∋

那里的讨论对抛物型方程组仍然适合
(

现将主部标准化的方程组左乘矩阵
、

、))∗+,,
(

。、
一护

−
!

.
/

�,

∋
  、0

1#
2

并一开始就认为式 & ∋3 4 具有下面的形式

�
( 5

、 � �
( 。

、 �
。

久一 % 6 、 �
、 5

0 、

!
工 / 7 口8

!9
工 /

! 沪
8

7
/ 一一了一 : 口盈8

5

9
; / 7 日

, 8
!

) : <
“

一 一 = : :
< 二> 一、一 十 9 ” : 一二二一育

一一一 十 : : ,
二

气尸 、
: 、 : 口? : 9 , : 口若 > 9 、 , 】 口≅

,
口≅

, ∋ ∋ 口劣 > 7
∋ Α 2 : : : 。 八 )

“

9 八 一 ! 八 :

二
) 八 ( ∋ ( ∋

: / 一 , 一 9 Β 0 / 一 万 亏
Χ

� 9

—
/ 】 气/ ! : )

0 七
( � 0 、

北
一 厂 0 Δ , 0 � �

Ε 2 & Φ , ?, 8 , 8 二

4 1 & , ∋ 4

入今 # ,
# ∃ %‘!

引理 ,‘“ 设 二〔“
Γ &口4〕

Γ ,

那么存在 ‘二 ,

&
, Ε

令4
及不依赖于

· 的常数 Η Ι 。
,

使

= ϑ ϑϑ ϑ
5 5

、

( “(
’

Κ Γ ·&。, !乒气⋯
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