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本文证明
:

当简单图 ; 的梭连通度 又<  或当 ; 的阶 = 兰 > 久8又异 > 9时
,

; 的任何 点 ? 都满足

其俊凝聚度 。,

8 9兰  ≅
而当 = Α >双又异 > 9时

,

满足Β ,

8?9 三  的顶点 ? 的数 目至少有 8几Χ > 9个
�

引 言

设 ; 是阶为
, 的简单图

,
. 8‘9和/ 8; 9分别表示 ‘ 的顶点集和棱集

。

若 ? 任 . 8; 9
,

则

; 一 ? 表示从 ; 中删去 ? 后所得的图
�

若0 Β / 8‘9
,

则 ; 一 0 表示从 ; 中删去 0 后所得的图
�

如果 ; 是连通的
,

而 ; 一 0 不连通
,

则称 0 是 ; 的截集
,

; 的最小截集的基数称为 ; 的棱连

通度
,

记为 入8; 9或 入
�

; 一 Δ 的截集记为 )
二 ,

它可表为 )
二 二 〔Ε

,
2」

。 一 二 ,

其中Ε
,

2 Β . 8; 9
,

Ε % 2 之
.8 , 一 ?9

,
Ε = 2 二 功

,
)
二

中的每一条棱的两端分别在 Ε
,

2 中
。

当 )
二

是 ; 一 ? 的 最

小截集时
,

它的基数 Φ)
二

Γ 二 入8; 一 ?9
�

朱必文等在文川 中引进

,口
‘
8万 9 < 入8; 9 一 入8; 一 ? 9

8下文简记为 Β’ 8?9 9表示; 的顶点 ? 的棱凝聚度
,

它表征顶点
? 对 ; 的棱连通度的 贡 献

,

并

证明了当口 8?9 Η 4时
,

有与文 Ι>5 关于 ‘ 的顶点 ? 的 凝 聚 度 Β8 ?9
< 川‘9 一爪; 一 ?9 Η ϑ 类 似

的性质
,

其中 “8; 9表示 ; 的顶点最小截集的基数
�

但对任意简单 图 ;
,

Β, 8?9 Η ∃ 或 < ϑ 的

点
?
不一定存在

,

例如
: 异 Κ 的完全图

。

且对 Β8 ?9 Α 。必有 Β8 ?9 二  
,

而对, 〔?9 Α ∃ 没有类

似的性质
。

本文证明
,

若记满足 Β’ 8? 98  的顶点 ? 的集合为 Β, : ,

则 Β’ , 必非空
,

即  是 任

意有限阶简单图顶点的棱凝聚度最小值的上界
,

’

业证明 Β’ : 的数 目Λ口
:
Λ有如摘要中所说的最

小值
。

以下记 ,
‘ , 二 . 8; 9 一 ,

‘ , 。

二
、

定 理 及 其 证 明

引粗  设 ? 〔 . 8; 9
,

. 8; 一 ? 9 < Ε % 2 ,

Ε 笋功
,

2 活诱
,

Ε 门2 < 苗
, ϑ Η ΦΕ Λ8 入

,
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)
二 二 【Ε

,
2〕

; 一 二 ,
则 Φ)

二

 李入一 立
。 ‘

Ο
Ο � 、

, Ο Ο

Ο
,

证明 设 ΓΕ 5二 二
�

关联 Ε 中的点的棱的数目至少有 入Π 条8两端点皆在 Ε 中的棱重复计

算一次9
,

而两端点皆在 Ε 中的棱至多有 Π 8。 一  9 条 8同样每条都重复计算一次 9
,

点
?
到 Ε

中的点的棱至多, 条二 所以得到两端点分别在 Ε : 2 中的棱的数目
、

Θ
二 二 Φ)

二

Φ9 天Π 一耐8。 一  9 一坛二入爪 一 。哭

当 ∃Η 优 Η 入时有

5
二 一 8入一  9异入Π 一 Π Ρ 一 入Χ  < 8卜  一 Π 98爪 一  99 ϑ

得证
。

引理 > 没 入9 > , ? 。任口
, �

则对 ‘ 一 ? 。 的任意最小截集几
。 < 【?

,

2〕
。一 : � ,

? 笋吞

Δ 手功
,

? 厂Λ 2 二 必
,

? %2 二 . 8; 一 ? 。9
,

−)
二。

卜 入8; 一 ? 。9
,

记 )
≅ 。 < 〔

? 。 ,
Ε 〕

。一 , ,

乌
。二 Ι ? 。,

3〕
。 一 : ,

必有

Λ? Φ9 入
,

Φ2 Λ9 久
,

Λ)
二 。

Λ砚入一 > ,

Λ)
、。
Λ9 > ,

Λ)
, 。
Λ9 > , : Α >入

�

证明 由 ,
‘
8? 。99  ,

得 −)
? 。

Γ
< 入8; 一 ?ϑ 98 入一 >

�

如果 ΛΕ Φ Η 入
,

由引理  将有

Λ几
。

 9 入一 5 的矛盾
,

所以 −Ε −9 乳
,

同理  州异入
�

由于乌
。

%几
。

是 ; 的截集
,

几
。= )Θ

。 < 场
,

而入是 ; 的最小截集的基数
,

故 Φ)
: 。% )

二。

卜 Λ)
: 。

卜 Φ)
二 。

Λ9 入,

从而 Φ)
≅ 。
】9 >

�

同理】)
, 。
Φ9 >

。

由 . 8; 9 < Ε 日2 日Γ
? 。

Λ 得
= Α > 入

�

证毕
�

定理  当 入二  或
, , 簇 >入8入9 > 9时

,

Γ,
‘ ≅

Λ
< : �

证明 当 入二  时
,

,
,
8? 9 二 入8; 9 一 入8; 一 ? 98  

�

当
, 簇 >入8入9 > 9时

,

若 ; 中存在一点 ? 。〔口
, ,

由引理 >
,

将有
。Α >入

,

与假设矛盾
�

推论 设顶点 ? 。的度 Σ 8?
。9簇Κ ,

则 万。〔Β’ 卜

证明 若 入二  ,

由定理 5 得证
�

若 入9 > 而 二。〔口
: ,

由引理 > 将有 Σ 8? 。9 < Λ乌
。

卜

 场
。
Λ9 � ,

与假设矛盾
。

定理 > 当 = Α >入
,
入9 >时

,

Φ,
‘  

 9 天Χ >
�

证明 若 . 8; 9 < ,
‘ ,

或 . 8; 9 一 Γ?
。

Λ
< ,

‘ , ,

则 Λ,
‘ :

 9
= 一 59 >入9 入Χ >

,

定理成立
�

设 ? 。〔口
 ,

沿用引理 > 的所有记号
�

又设 ? :
任 ?

, ? :
任吞 : �

记 )
Θ ≅ 二 Ι ?

, ,
Θ

:

 
。 Ο 二 :

为

; 一 ? : 的一最小截集
,

Ε
≅
特功

,
Ρ
、
活功

,
Ε

:

自Ρ ≅ < 功
,

Ε : % Ρ
、二 ; 一 ? : ,

则 Λ)
二 ,

 < 孔8; 一名 , 9

越卜 > ,

Γ?
≅
Λ夕入

,

ΤΡ
≅

Γ少入
,

记)
: ≅ < Ι ?

5 ,
Ε

≅

〕
。一 Θ : ,

) Ρ 、二 Ι ?
≅ ,

Ρ :
Υ

4 一 二 ≅ ,

则 Γ)
, :
 9 >

,

−)
: :

Λ9 >
�

现在讨论如下情况
: ) 二 ≅

含有两端皆在 Ε 中的棱
�

设这些棱是集 )5
二 : ,

它将 Ε 一 ? :

分成

两非空不交子集 ? “’,

了 ‘, ’,

使 )
‘, , 一 〔Ε

‘, , ,

了 ‘, ’
Υ
‘ 一 8, 。、Ε : , 。 、二 � : 9 ,

)
‘二 : 〔)

二 , ·

除了 )
‘ 二 :

外
,

)
二 :

还可能含有 几
。 %几。及 几

。

的一部分棱
,

记它们是 ),
: > 及 )’

二 。 ,

),
: Ρ Β )

二 : ,

),
二 �

Β )
二 : �

我们证明
,

)
二 :

作为 ; 一 ? ,

的最小截集之一
,

可选取它是不含有两端点均在2申 的 任何

棱
�

因 ? 。
属 Ε

, ,

Ρ
:

之一
,

不仿设 ? 。任Ρ
: ,

现证可选取 几
:
使 Ε

、

不含 2 中的点
,

或证 Ε
, 二

? ‘, ’〔 ?
�

否则
,

存在 2
:
特功和 2 : 笋功

,

使 Ε : 二 Ε 85 ’% 2
: ,

Θ : < Ε ‘, ’% 2 Ρ % Γ?ϑ Λ
,

且 )’ ≅ 二

Ι 2
≅ ,

2
Ρ

Υ
‘一 8? 。 8二 。 9 〔 )

二 : �

此时有 )
, 二。 < 〔Ε

‘” ,

2
Ρ

Υ 日 Ι戈 ‘, ’,
2

:

Υ
,

记)
“ 二。 < ς?

8, ’,
2

5

Υ
,

)
价 二。 < Ι戈“ , ,

2
>

 
,

贝55)
二 : 二 )

‘二 :

%工
‘ : : % )

, 二。
% )

, 3 ,
)

二。 “ ),
二。

% )
即 二。

% )尸
二。 ,

但 )
‘Δ % )

‘二。

%

)气
。

是 ‘一 ? 。 的截集
,

而 几
。

是 ; 一 ? 。 的最小截 集
,

故 Γ几
。

 二  刀
二。

% ) ,’Θ
。

% )气
。

Λ 8

#)
, ≅ % ) , 二。

% ) 口二。

#
,

由此得 Λ)
5, 二 �

 8 Γ)
‘ ,

,

Λ
,

且 )
‘二 :

%)
‘ : : % )

, 二。

% )
护二。

也 是 ; 一 ? ,
的最 小



第 � 期 具有棱凝聚度8 5的顶点之个数估计 Κ Ν Ν

截集
,

选它作为 ) 二 ,

就能使 Ε :
中不含 2 中的点

,

此时 Ε
: 二 Ε ‘, ’Β Ε

,
Ο

巨由引 理 > ,

−Ε
:
Φ9 入

。

如果 ? :
中又有一点

? Ρ
〔氏

,

且使 几
:

含有两端点均在 ?
,

中的棱
,

则依同样理由可选 得

)
二 : <

ΙΕ
: ,

Ρ :
Υ
。 Ο 二 > ,

Φ)
? :

卜 入8; 一 ? : 9
,

且 Ε Ρ仁 Ε , 二Ε
,

ΦΕ
: #9 入

,

经有限步骤最终可 得 一 集

? 。Β ?
,

5?
,

Φ妻入
,

且若 ? 。
中含有任何点 分

,

使丫 ‘舜时
,

乙
二

必不再含有两端点均 在 ?
。

中

的棱
,

现考察 Ε � 至多还能含多少个属动 的点
�

设 ?, 〔Ε 。,
?’ 〔Ω

‘ �

由于 )
二

,

已不含两端皆在 Ε
,

中的棱
,

因此 乙
二

,

只由 乌
, 二

ΙΕ
, ,

Ρ小
一 二 , ,

)
: Ξ <

Ι
? , ,

Ε
Ξ

〕
。 一 Θ , ,

)
ΡΞ < Ι

? Ξ ,

Ρ
,

Υ
。一 ? ,

的一部分棱组成
,

9)
二 ,

# < 入8; 一 ? ,
9
。

为满足 Λ)
二

�

Φ8 入一 > ,
?’ 必关联 乌

。
% ) 、。 中至少两条棱

,

但 ?’ 至多关联 ) , ,

的 一 棱
,

故
? ,

必关联 乙
, 。

的至少一棱
�

记 −)
: 。

Φ 二 5
, 。,

−) Ρ Ξ

Λ
<  >

, ,

Γ)
Θ , 5 < 5

二 , ,

5, “ =云= 85: � ,

5:
,
9

�

。9当−
。 十八

,

Α 入时
,

为使 −)
二 ,

5簇久一 > ,

丫必关联 几
Ξ

的至少两棱
�

此时 Ε
,

中属 口
, 的 点

的数目至多 【叮> Υ 一 5 个
�

Ψ 9当Θ: 。 Χ >
> , < 入时

,

如果Θ: ,

9 Θ
二 , ,

则 ?
。

中属 刀
,  

的点数目至多 了
? �

镇 Ι入Ζ > Υ个
�

如果

5: , Η  
> 。,

则 ?
,

中属 Β
‘: 的点的数目至多   。 Χ 〔5

二。 一 5: ,

Ζ > Υ提汇5
: 。 Χ 5

二 ,

Ζ > Υ 二 Ι失Ζ > 〕个
�

。9特别当 ΦΕ
,

 二 入时
,

由于 Σ8 ?9 9 轰
, ? 〔Ε 。,

Ε
,

中任何 一 点 都 必 关 联 )
二 ,

或 肠
�

的

棱
�

若 八
。 Χ 儿

, < 入,

则 Ε
,

中每一点只能关联 乌
,

或乙
: 。之一棱

,

故 Ε ,
中任何一点 ?, 都 不可

能使阵
二 ‘ Φ延入一 >

,

即 ?
Ξ

中点全属 Β,
 

的点
�

若 5
。 Χ 儿

�

Α 轰
,

则由 。9
,

Ε
,

中属 吞
: 的点的 数

目至多8「[ > 
一  9 个

。

综上所述
,

Ε Ξ
中属 已

:

的点的数目至少有 入一 8〔入Ζ > Υ 一 5 9 < 入一 「入Ζ >Υ Χ  个
�

同理
,

犷中存在一子集 玖
,

使 Γ2
:
Λ9 入

,
2‘
中属 Β, : 的点的数 目至少8入一 〔入Ζ >Υ Χ  9 个

�

因此
,

. 8; 9中属 Β’ :
的点至少 入Χ > 个

�

证毕
�

下面是证明的图例
,
入二 �

。

由图  可见
,

Φ口
:

Φ可取到 入Χ >
�

产一 一一 、、

川叭刁

幼云
#

三二
∴

、 丫
Ζ

、、 Ο �

Ζ
、、 ] 一 护 Ζ

乏 Ο Ο Ο , Θ

,⊥−、Θ
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 ∀
,

Κ 8  ! Μ Ν 9
�

〔舍〕#_= ( ⎯ _了α 二 α ,

∗ Δ α = ⎯ β 4 χ δ χ ε
,

+ _Δ 4 δε_ / Δ α ,

∗ Δ α = ⎯ + α Δ α Δ 3
,

& α 5φ ε 1 _= Σ χ 55
,

1 ε。

,4 卜χ δ_丫χ γ χ δ δ 4 ς α η 4 _4 ι 4 ς α ; Δ α φ ε
�

∋ χ ι , 4 Δ ⎯ δ
�

Δ一
,

8 ! Ν  9
,

∀ Ν一∀ Ν
�
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1 ε χ / δ ι_Π α ι_4 = 4 ς ιεχ ∋ γ Π Ψ χ Δ 4 ς . χ Δ ι_χχ δ αδ −ιδ

 上∃ϕ��� ! ∀ # 一∃ % & # ∋ () # ∗ # ∋ ∋ ( ∗ + , − + .&

/
# 0 1 2 30# 4 2 ! 2 + ∗

56 ∋7 − + # 7

8 # 7 , 6 # + # % ∗ ∗ # # 7 # ! ∀ − + 9 & , 入: 入; , < 6 # 7 & # # ! ∀ # 一 = % ∗ ∗ # # 7 ( ) ( 7 > % ? , ,
∃

,

;劣< 井

入; , < 一 入; , 一 ≅ < 6 # 7 & # # ! ∀ # 一 # % & # ∋ () # ∗ # ∋ ∋ % ? 7 & # ) # − 7% ≅ ≅ , + ∗ ! ∗ 6 # 7 & % % − ! # − % ?

,
。

/ # 五+ ) # 7 6 # ∗

Α & # % − # Β Χ
Δ

Ε ? 入: Χ % − ∗ 毛Φ 入; 入< Φ <
, + 0Γ + > ∋ ∋ + 7 ( , ?( # ∋ ∃

,

; ≅ <续 Χ ? % − + ∗ > ) # − 7 % ≅

≅ % ? ,
Η

Α五# % − # % Φ
Δ

Ε ? ∗ Ι Φ入; 入< Φ < , 7 & # ∗ 2 Β 6 # − % ?
、

) % − 7( # # ∋
3≅ ϑ

% ? ∃
,
; ≅ < ; 0 Γ 川 6 #

;入Κ Φ < + 7 0# + ∋ 7 Δ

协

音之


