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− 6 。拟9: ;; 空间中逐次叠代法的一点注记

张 上 泰

<应用数学系

设 < 2
, = > 是一个拓扑空间

,

它满足− 6?
≅Α 9Β ;;分离公理

。

算子∗作用于空间 <2
, = >

,

它变收敛序列为收敛序列
∃

例如
,

∗是拓扑空间 < 2
, : >中的连续映射

∃

如所周知
,

从拓扑

空间 < 2
, : > 中某一个初始元 Χ 。

〔 < 2
, = > 出发

,

经过逐次叠代法

Χ 。 Δ ∗ Χ 。 一 Ε < Φ Δ � , � , Γ ,

⋯ ⋯ >

可以得到拓扑空间 < 2
, ‘ > 中的序列

#

Χ 。, 劣� , Χ Η ,

⋯
, Χ 。 ,

⋯
,

< � >

如果序列 < � >在拓扑空间 < ≅
, = > 中收敛于尹

, 一

由于 <≅’, 了 > 是 − 6? ≅Α9Β 厅空间
,

那么

”就是方程
∃

通二 Δ Χ < � >

在空间 < 2
, = > 中的一个解

∃

序列 < Β > 收敛于广
,

相当于它的每一个子序列都要同时收敛于尹
,

这里
,

我们要对上

述论断作一注记
,

即如果存在两个自然数
。和Ι

,

它们的最大公因数 < 6 ,
Ι > 二 � ,

使得序列

< �> 的两个子序列

Χ 9 一 Χ
6 一 Χ Η。, ”

’
一 Χ Β9 ,

Χ 9 ≅ Χ Ι , Χ Η ∃ ≅
∃ ’ ‘

一 Χ ‘Ι ϑ
∃ ’ ∃

!

在拓扑空间 < ≅
, ‘ > 中分别收敛

,

那末序列 <�> 必然收敛
,
而且收敛于方程 <� > 的一个解

∃

以下假定
6 和乙是两个互素之自然数

,

即 <6
,

Ι> 二 �
∃

数论中有这样一个定理
=
如果整数

”大于动 一 6 一 Ι
,

则它必然可表为
6和乙的线性型

≅6 Κ 才石
,

< Γ >

其中
≅和 Λ是某两个非负整数 <见文〔�〕第一章 县8定理 Γ >

∃ 卜

不难看出
,

我们还可以要求
=
满足小于 杏

,
一

而且在这个时候
, 。的上述线性型表出式 <Γ >

还是唯一的
。

事实上
,

令
= Β 一 = 一 〔一〕

Ι
,

, , Δ , Κ 〔含〕
6 ,

= = 6 Κ = = “一 <= 一 〔兮〕
Ι > 6 Κ < , Κ 〔舍〕

6 > “Δ = 6 Κ ,“Δ , ,
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一这里的
≅ = 和 Λ, 显然都是非负整数

,

而且 Ν = Ο Ι
∃

另方面
,

如果还有非负整数 几 小于 Ι ,
而且

≅ Η 6 Κ ΛΗ石Δ 九≅

“

如
ϑ

≅ , 6 三 ≅ Η6 <Π 9 Α Ι >
∃

但 < 6 , 吞> Δ �
,

从而
≅一兰 ! � < 爪9 Α Ι >

。

由于
≅= 和= �

都是小于Ι的非负整数 Ε
‘

因此几等手
= � ,

进而得知Λ = Δ ΛΘ∃

上述数论中的结果
,

可以用来讨论我们的问题
∃

定理 � 假设 ∗是− 6?
≅
Α9 汀厂空间 < 2

, = > 中映收敛序列为收敛序列的映射
∃

如果存在两

个自然数6和乙
,

义 ,
Δ ∗ Χ

< 6 ,
Ι > Δ �

,

< Φ Δ Β ,

使得对于初始元 Χ 。任 < 2
, = >

,

经逐次叠代

�
,

Γ
,
⋯ >

而得到的如下两个子序列

叉。, Χ
6 , Χ = 6 ,

⋯
, Χ ∃ 。

⋯
,

< Ρ >

Χ 9 , Χ Ι 一 Χ Η , ,
‘ ’ ·

, Χ , Ι ,
‘

二 ,
、

< ! >

在拓扑空间 < 2
, ‘ > 中分别收敛

,

那末序列 Σ局 Τ < ” Δ �, �, Γ, ⋯ > 必收敛于方程

∗ Χ Δ Χ

的一个解
。

证 假设子序列<Ρ >和 <豹分别收敛于厂和沪 = 因

Χ6
。一 万Η 6 。 , Χ Γ 9 。,

‘ · ‘
, 劣 ∃ 口。,

既是序列 <Ρ> 又是序列 <!> 的子序列
,

所以广 二扩
辛 ∃

由于映射 ∗ 映收敛序列为收敛序列
,

那

末映射∗
“

和∗ ”
也是拓扑空间 < 2

,
了> 中映收敛序列为收敛序列的映射

,

从而

∗
&
Χ ‘6、∗

6 Χ 介

< 当;, Κ Υ9 >
。

另方面
,

∗
“Χ ‘。 Δ Χ <‘十 , > 。 , Χ ∃

< 当;, Κ Υ9 >
,

故∗6Χ
架 Δ Χ 令 ∃

类似地
,

∗螃
, 二 Χ , ∃

下证尹是方程 ∗ Χ Δ Χ 的一个解
∃

由于∗ ΦΧ
今 二尹

,

则对于任何非负整数 = 有

矛,
∃ 二 ∗< 卜”

“

< ∗6Χ
寮

> Δ ∗ 。 一 � >勺
带 Δ ∗<

‘一

加尹 二 ⋯ Δ ∗6Χ
今 二广

。

类似地
,

对于任
畔

负整数 Λ 也有 、
‘

一 =’Β
」

才场一广
∃

一
=

、 、

由于自然数动 十 �大于 6Ι 一 6 一 Ι, 根据前面提到的数
∗ 二

, 一 ∗ < ∗ Ν Χ ‘

> Δ ∗
6 , Ν ς Χ , Δ ∗6 、

Κ ”

亏
∃

其中
≅ ,和 Λ =

是适当的两个非负整数
。

Δ边
6

户 ,
亨
二∗ ”

6
Χ 令 Δ Χ 半

最后
,

我们来证明序列 Σ Χ 。

Τ <

= < 乙一 � ,

由于映射∗
,

映射收敛序列

序列

葵> 收敛于
‘’ ·

对于任意的非负整数 ≅,

∗ & Χ 。 < 即肠。 > 趋于 广 < Φ , Κ Υ9 >
,

那末

溉妇
≅ Δ ∗

,

< ∗ “ΧΩ > 、∗ 6Χ
∃ 二 Χ 么 < ”, Κ Υ9 时

、

> ∃∃
ϑ

·

既然乙个子序列二
。十 , < Ω镇 = < Ι 一 Β >都收敛于 护

,

那末原来的序列 Χ 二

也收敛于护
∃

定理

证完
∃
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现在
,

‘

我们来讨论 Ξ个子序列的情况
,

这里无是大于 � 的任一自然数
∃

它也有相应的结论
∃

定理 � 假设∗是− 6?
≅Α。汀;空间<≅

, = > 中映收敛序列为收敛序列的映射
∃

如果存在 孟个

自然数
6 = ,

几
,
⋯几

,

它们的最大公约数

< 6 ς , 6 Η,

⋯
, 6 。 > Δ �

ϑ

使得对于初始元 Χ 。任 < 2
, = >

,

经逐次叠代

Χ , Δ
滋

。 , Χ < Φ Δ Θ
,

�
,

Γ
,

⋯ >

而得到的Ξ个子序列

Χ 9 , Χ 6 Θ , Χ Η 6 Β 一 “
’
一 Χ ‘6 一,

∃ ’ ∃
,

Χ 9 , Χ 6 Η 一 劣 � 6 Η ,
’ ∃

” Χ ‘6 Η ,

⋯
,

ΧΩ
, 劣6 含, 劣 Η 6 , , ‘ 二 , 劣‘6 , 一 ’二 ,

在拓扑空间 < 2
, : > 中都分别收敛

,

那末序列 Σ Χ 。

Τ < Φ 二 �
,

�
,

Γ
,

一 > 必收敛于方程

∗ Χ Δ Χ

的一个解
。

证 对每一个 ς
,

了二 Β
,

�
,

⋯
,

Ξ
,

设子序列

Χ 9 , Χ 6 了一 劣Η 6 了, ∃ ‘

一 Χ ‘6 , ϑ

极限为广
, ∃

仿照前一定理的证明
,

不难得到所有的 广
, < �Δ �

,
�

,
⋯ , Ξ >都相同

,

记它为

Χ 寮 。

其次
,

根据同一理由可证得

∗
“ Ε

广 Δ 扩
,

∗
“ �

广 Δ 广
,
⋯

,
∗

“

肠
辛 Δ 尹

。

根据 〔�〕中第十一章 荟�的定理 � ,

对于充分大的 )
,

它必可表为芝6Β
,
吸

,

⋯
, 6 。的线

性型
≅ Β6 Β Κ ￡� 6 � Κ ⋯ Κ ≅ 9 6 舌ϑ

这里
! � , = � ,

⋯
, ≅ ,

是 Ξ个非负整数
∃

于是对于充分大的自然数
≅ ,

由∗6
“ ’
尹 Δ 扩得

∗ Χ 带 Δ ∗ < ∗
, 。豆Χ ∃

> Δ ∗
∃ 6 卫十 ’Χ Δ ∗

‘ �“ 互十‘ � 6 � Κ
‘二 Κ ∃ 七6 “Χ 辛 Δ ∗

6 ς “ ς Κ ∃ � 6 � 十⋯ 十 6 舌一 � “含一 ΒΧ ∃

Δ ⋯ Δ 广
∃

这就是说尹是映射∗的一个不动点
∃

关于序列 ;Χ ,

Τ < = Δ �
,

�
,

Γ
,

⋯ > 收敛于广的证明与上一定理完全一样
,
只需去证明

吸个子序列 尤。 = Κ ∃

< = 二 &
,

�
,

�
,

一
, 6 = 一 � >都收敛于 沪

,
就立即推出 Χ 。

< =
, Κ 99 > 收敛

扩
∃

定理证完
。

今 考 文 欲

〔�〕 华罗庚
,

数论导引
,

科学出版社
, < � Μ ! >

∃

〔�〕 Ψ ∀ ΛΖ[ , ∴
∃

,

3 9 ] 9 Β9 ⊥ ς[ 6 Β _ [ [ Λ 9 : ≅ ] 6 [ [ ≅ Β, 2] : ςΦ ‘[ : ,
) [ ⎯ 4 9 : Ξ < �  8 Γ >

。
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∗ ( [ Π 6 : Ξ 9 Φ 5 [ ΛΖ 9 Α 9 ;
∃

2 ? [ [ [ ≅ ≅ς_ [ 2 ? Ι ≅ΛςΛ ? Λς9 Φ ςΦ

‘

− 6 ? ≅ Α 9 : ;; 2α6 [ [

Η Ζ6 Φ ⊥ 2Ζ6 Φ ⊥ Λ6 :

∗Ι≅ Λ:6 . Λ

+ [ Λ ∗ �! β Π 6 ααςΦ ⊥ ⎯ Ζ ς[ Ζ Π 6α≅ ΛΖ [

二−
6 ? ≅ Α 9 : ;; Λ9 α9 Β9 ⊥ ς[ 6 Β ≅] 6 [ [ < 2

, = > ςΦ Λ 9

�Λ≅ [Β; ≅ 6 Φ Α ≅ 6 Λ ς≅;7ςΦ ⊥ 6 [ 9 Φ Α ςΛς9 Φ

Χ 二‘ Χ < Π Ν Κ Υ9 > 6 Β⎯ 6 7≅ ςΠ αΒς[ ≅

∗Χ
。、∗ Χ

ϑ

. 9 Φ ≅ ςΑ [ : ΛΖ [ ≅ [ χ ? [ Φ [ [

Χ 。 Δ

众卜 , < ” , � , � ,
Γ

,

⋯ >
,

⎯ Ζ [ : [ 男Ω � ! ≅ 9 Π [ ςΦ ςΛ ς6 Β [ Β[ Π [ Φ Λ
∃

/Φ Λ二
」

�! : [Π 6 : Ξ ΛΖ[ ; 9 ΒΒ9 ⎯ ςΦ ⊥ Λ
,

Ζ[ 9 : [ Π � ! α: 9 _ [Α =

3 Ζ [ 9 : [ Π Β
。

/; ΛΖ [ : [ [ Χ ς≅ Λ Λ ⎯ 9 Φ 6 Λ ? : 6 Β Φ ? Π Ι [ : ≅ 6 ,
Ι

,

< 6 ,
Ι > Δ � , ≅ ? [ Ζ ΛΖ 6 Λ

Χ ‘6

Ν Χ 辛 Ε

< ς, Κ [ 。 >
, Χ , 。。Χ ∃ = < δ、 Κ && >

,

Λ Ζ [ Φ ΛΖ [ ≅ [ 任此 Φ [ [ Χ
。 [ 9 Φ _ [ : ⊥ [ ≅ Λ 9 6 ! Ω 王? Λ ς9 Φ 劣∃

‘

9 ; Λ加
[互? 6 Λ ς9 Φ ∗ Χ Δ Χ

∃

国家教委直属高等工棠院校
“

高等工程教育

理论讨论会
”

在我校举行

国家教育委员会直属高等工业院校教育研究协作组
“
第一次高等工程教育理论

讨论会
”

于二月十力
=

日至三月三 日在我校隆重举行
。 一

参加讨论会有协作组成员
=
清华

大学
、

天津大学
、

大连工学院
、

上海交通大学
、

西安交通大学
、

同济大学
、

华东化工学

院
、

华南工学院
、

浙江大学
、

华中工学院
、

重庆大学
、

南京工学院
、

成都科技大学
、
华侨

大学
,

有厦门大学
,

以及福州大学
、

福建建筑专科学校等工业院校
。

除上钮院校的

校长
、

教务处长
、

高等教育研究所 <室 >的负责人参加会议夕卜
一

还邀请询内知名的教育
专家

、

教授
、

学者顾明远教授 <北京师大 >
、

播憋元教授 <厦门大学>淋钟敏副教授 <厦

门大学和原高教二司司长刘一凡同志等到会作专题学术报告
。

ϑ

这次理论讨论会的内容
=

<� >探讨高等工得哲育的基本理论
Ε

∃

心”>讨论高等工程

教育基本理论问题的研究提纲 <草案 >及

的教革
的计称草案从<“>交流高等工

程教育的办学经验 , <Ρ> 研究高等工程
建设等重大课题

。

<石>’讨论关子加强理论队伍

参加会议的还有国家教育委员会高教二司副司长王冀生
,

副处长张笛梅枷省高

教厅高教研究室鼻责人陈祖半
我校副校长

、

教务处长和

以尽仪高
∃

等工程教育研究》杂志副主编李汉育等
。

高教研究室负责人等参加 了会议
。

柯 丽 珍


