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摘 要

本文把 ∋ 步 % 7 , 9∀ 。 一

=∀ ∃ 方法作为特例
,

提出一个求解非线性方程组的方 法
,

作 者称为

∋ 步 % 78 90 : 一

人∀ ∃ 方法
2

同时
,

讨论此方法以及它在求解一类非线性方程组的收敛性
2

!
2

引 盲

� > 3 ?年
, &

·

) 5
≅Α Β≅ ΒΧ 0 Δ

在 〔‘�中提出一个迭代求解线性代数方程组的 & 0 ∃ 方法 ;& 。。≅ 7 Ε 5

97 ≅ 0Φ
7ΓΓ 7 15 Ε 。9Β 。: 4 7 9Η 0 ≅ <

,

并在方程组的系数矩阵为不可约弱对角占优
、

∋ 一矩 阵 和 相

容有序矩阵的条件下
,

讨论此方法的收敛性
。

� > ? Ι年
,

陈培贤在
〔� , 中

,

讨论 &∀ ∃ 方法在 方

程组钓系数矩阵是 ) 一矩阵
。

正定矩阵等的条件下的收敛性
2

� > ? =年
,

曾文平在
〔Ι , 中

,

讨论
& ∀∃ 方法在方程组的系数矩阵为更一般些的情况下的收敛性

,

他们都是讨论用 & ∀∃ 方法求

解线性代数方程组的问题
2

本文提出一个求解非线性方程组的方法
,

我 们 称 之 为 % 7 8 90 : ϑ

& ∀ ∃ 方法
2

它把 ∋ 步 % 7 8 9。卜. 0 ∃ 方法作为特例
‘Κ�

。

此外
,

我们还讨论了 ∋ 步 % 7 8 90 :ϑϑ & 0 ∃

方法在求解一类非线性方程组的收敛性
2

厂
·

2 ,

二
、

& ∀ ∃ 方 法

令 & 一 Λ 一 乞一 Μ 是一个
。
阶实矩阵

,

其中刀 为非寄弃对喃撬矩阵
,

∋ 和 Μ 分别是严 格

的下
、

上三角矩阵
2

迭代求解毕性Ν磷方程组
2

。、

卜
〔 ,

2

Α 、

月义 Ο Π

的 & 0 ∃ 方法定义为
Ε

ϑ
一 ‘

一

、
‘

、 」
一

介

;Λ 一礼 <馆
Θ 十 Ε Ο Ρ;� 一 , <Λ Σ ;留 一 , <∋ Σ , Μ

ΤΥ , Σ 匆Π
,

其中
, , , 留 , 。为实寥数 ς

·

七。
2

Ε伙药迭代矩裤是
卜

Ε
, , 。 一

;Λ
一 Ε Ε <

一 Ε
Ρ; � 一耐 Λ Σ ;。 一

补群病了
厂

显热
,
当

Ε 二 留 时
,

&∀ ∃ 方法就是吻笼方法
2
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三
、

∋ 步 % 7 8 90 皿一& ∀ ∃ 方法的建立

对于所给非线性组

( ;Υ < Ο Ξ

适当选取初值 Υ 。,

我们可以得出求解非线性组 ;Ι
。

� <的 %、才。, 迭代程序

Υ Ε 、 Β Ο Υ 。一 Λ ( ;Υ 。<
一 +( ;Υ

。

< Ω Ο Ξ , �
, � ,

⋯

为了避免求逆矩阵
,

我们引入记号

月
。 Ο Λ ( 〔Υ

Θ
< Π

。 二& Ω Υ 。一 ( ;万
。
<

则 ;Ι
。

�< 可以写成

刀
。Υ 才 二 � 二 Π。

,
Ω Ο Ξ , � , � ,

⋯

今将矩阵 &
。

作如下分解

&
Ω Ο Ζ 。 一 ∗

‘

其中
, Ζ 。 是非奇异矩阵

,

然后对 % 0 9。 Ε
方程组 ;Ι

。

Ι< 采用如下的迭代格式求解
Υ 。, 二 Ο ) 0 Υ 。, 。 一 ς Σ 刀又

’
吞
。 ’

Χ 二勺ς � ,

⋯

其中
,

万 。 二 刀云
‘
∗
。, Υ 。, 。 二 Υ Ω ,

今将迭代 ;Ι
2

Κ <停止于第 ∋ 步
,

并记 Υ Θ 十 Ε 二 Υ 。, Ε ,

非线性方程组 ;Ι
。

�< 的 ∋ 步混合迭代程序

[ 汾, Ξ 二 Υ 山

Υ 。, 、 Ο ) 。劣 Ε , 。 一 Ε Σ Ζ 云
’
西
。 执 “ � , � ,

⋯
,
∋

Υ 。、 Β Ο 劣奋 , 石 Ω 二 ∗一 � 一 � ,

⋯

今利用递推关系将;Ι
2

=< 写成
Υ 、 Θ Ε Ο Υ 。 一 ;) 飞

一 ’
一

卜)会
一 ’ Σ ⋯ Σ )

。 Σ + <Ζ云
‘
( ;Υ Θ

<

Ω Ο Ξ
,

� , � ,

⋯

现在将 % 7
叭0: 方程组 ;Ι

2

Ι< 的系数矩阵作如下分解

; Ι
。

� <

; Ι
。

� <

; Ι
。

Ι <

; Ι
。

Κ <

便得到 求 解

; Ι
。

= <

; Ι
。

 <

月
。 Ο Λ

Θ 一 ∋
。 一 #

,

其中
,

Λ Θ
为对角线矩阵

,

并且假设非奇异
,

又 记

∋
。

为严格下三角矩阵
, Μ Θ

为严格上三角矩阵
,

二

奋
;。 , 一 Ε Ε 。<

Ο

二〔
“一 , Λ

· Σ ;口一 <∋
· Σ 。二
〕

舌七Ζ∗

。笋 。
, Ε
与 。 皆为实参数

此时
,

Ζ , 一 ∗。 Ο &
Ε ,

再记

)
,

;。
, Ε < Ο ;Λ Θ 一 , ∋ 。<

一 ,
∴ ;� 一 。<Λ 。 Σ ;。 一 Γ <∋ , Σ 。 Ε 。

]

于是得到求解 %彻公。”方程组 ;Ι
2

Ι< 的 &∀ ∃ 迭代程序

Υ 。 , 2 “ ) 。;留
, , <Υ 。, 。一 , Σ Ζ 万

’
Π
。 优 Ο � , � ,

Ι
,

一

今将求解 % Θ 90: 方程组 ;Ι
。

Ι< 的 & 口∃ 方法的迭代程序 ;Ι
2

3< 停止于第 ∋ 步
,

并记

Υ , 十 Ε Ο 劣Θ , Ε ,

便得到求解非线性方程组 ;Ι
。

� <的 ∋ 步 % 7川 90 :

一⊥∃ 方法

; Ι
2

3 <

Υ 七, 0 二介
至
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杨诊于 Υ 耳 址
!

Υ , , 2 Ο ) 。;留
, Γ < Υ 。 , 。一 Ε Σ Ζ 云

‘
香。

, Χ 二 �
,
�

,
Ι

,

⋯

Υ , 十 1 “介
, ∋

2

Ω二 ∀
,

支, �
, , , 几于 ϑ , Ε

、 Ψ
‘

; Ι
2

? <

今利用递推法将 ;Ι
。

?< 写成
Ε ,

‘ , ,
,

2

Υ Θ 十 ς Ο Υ 。 一 Ε 。 ;)会
一 ‘

;留
, , < Σ ⋯ Σ

瓜;留
, , < Σ + <

一

;Λ
。 一 了∋

Ω

<
一 +( ;Υ

、
< Ω Ο Ξ , � , � ,

⋯
’

,

; Ι
。

> <

当
, Ο 。 时

,
∋ 步 % 刃留9 0 Ε

一∀ ∃ 方法就变成 ∋ 步 % 7翔9 0 :一. 0 ∃ 方法
,

当
, 铸留

,
∋ Ο �

,
( ;Υ <

Ο
&Υ

一 西
,

则 ∋ 步心留90 :

谧∀ ∃ 方法就变成求解线性代数方程组

& Υ 二 Π

的 &∀∃ 方法
。

四
、

∋ 步 % 78 90 :_ & ∀ ∃ 方法的收数性分析

引理 � 若非线性方程组 ;Ι
2

�< 有解 广 任Λ
,

且 ( ;Υ< Ε Λ 〔∃
2

, ∃
”

在尹 处可微
,

又 知

&; Υ< Ε Λ 仁尸”五
” ‘ ”

于 Υ 带

连续
,

且 & ;扩 <非奇异
,

则存在球

Λ 。 Ο ΡΥ ⎯1卜一 Υ 带

:; 占
。
Τ仁 Λ

使向量值函弊
必 ;Υ < Ο Υ 一 & ;Υ <

一 ’
( ;Υ <

在球 Λ
。

中适定
,

且在 扩 处可微
,

导数为

Λ 必 ;Υ
路

< 二 + 一 & ;Υ 奈

<
一 ’Λ ( ;Υ

带

<

其中 + 为单位矩阵

证明 因为 & ;Υ< 在 护 处非奇异
,

所以 ≅7 9;& ;护” 笋。
,

又知 & ;Υ< 在 护 处连续
,

从 而

≅7 9;& ;Υ< <也在
Υ 带

处连续
,

所以存在球

Λ
ς Ο ΡΥ1 :

二 一 Υ 余

#α 占
Ε

Τ〔 Λ

使在球 Λ Ε
中

,

≅7 9;& ;Υ< < 笋。
,

即矩阵 & ;Υ< 在球 Λ Ε
中有逆矩阵

,

于是函数

必 ;Υ < Ο Υ 一 & ;Υ <
一 +( ;Υ <

在球 Λ ς
中有定义

,

其次
,

因 & ;Υ< 在 扩 处连续
,

所以存在球

Λ Ε 二 Ν1皿劣 一护 :α 咨
Ε
圣β Λ

使在球 Λ χ
中成立关系式

皿& ;Υ < 一 & ;Υ
奋

<��;
Ε

今取 占Ε ΟΟ +川: Ρ 占
Ε ,

≅ Ε
Τ

,
并在球

Λ Ι Ο ΡΥ1 皿Υ 一扩 :α 人 Τ β 刀

中考虑关系式

皿&;Υ <
一 ’
:一 :& ;Υ 资

<皿
一‘《 :&;Υ <

一‘ 一 & ;Υ
杏

<
一 ’

皿

; 砚&;Υ <
一 ’
皿皿&;Υ < 一 & ;Υ

2

<皿皿&;Υ
宋

<
一‘

皿

今记口Ο :& ;Υ
2

<
一 ’
皿

,

取
Ε Ο � δ �刀

,

便可推知在球 Λ Ε
中成立关系式

皿& ;盆<
一 ’

吐; �刀

因为 ( ;Υ <在护 处可微
,
所以存在球
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Λ ‘ 二 Ρ刘卜
一
尹 :α 咨

ς
Τ 〔Λ

使在球 Λ
ς

中成立关系式

:
口 ;Υ< 一 ( 批

平
< 一 。尸;Υ

寮

< ;Υ 一 Υ 带
< ⎯⎯ ‘

Ε
#
万 一 扩 1

记 ≅。 Ο Χ 1: Ρ 占
, , 户� ,

多Ι , ε Ε

Τ
,

且 作球

Λ
。 二

Ρ
二
�⎯�

Ε 一 了 1; 占
。

Τ 二 Λ

并在球 户。

中考虑关系式

⎯Τ协 ;Υ< 一 必 ;丫
半
< 一 口 一 刀扭

舟
<
一 ‘Λ 尸 ;Υ

岑
<<;Υ 一 ‘ 带

<几
Ο
⎯Τ卜

名
一

1;幼
一 ’
脚劝 一尹 一 ;,Ε 一 尹 < 十 & ;Υ

余
<
一 ‘Λ ( ;Υ

2

卜 ;Υ ‘广 <皿

二 ”一! ;川
一 ‘夕;幼 Σ & 了二

’
裕 < 一 ‘Λ ( ;、

‘

< ; Ε 一 Υ 牛
< Ρ

;Θ < 一 , 一

刀;劝 一 夕 、丫宋 < 一 Λ 尸 ;二
‘

< ‘矛
一 二 “

<〕��δ才

一

一

洲 ! ;ΕΘ
补 < 一 ‘了妞 ;Ε 半

<;二 一 Ε ‘ < 一 次
Ε <

一 ’Λ 夕〔二
‘

<;
2

丫一 了爪

‘ �户
Ε
十一 扩卜 �少

· Ε
��

Γ

2<( ;二
今
< Τ:

Ε 一 犷 ⎯⎯
Ο ;�户 十幼

“Ε
:〕只妙 < Τ�、⎯�

Ε 一 ς
一 ‘

��

由于 Ε φ 。的任意性
,

不以 必扛 <左 尹 处可粉
,

并且

刃必;Υ
带
< Ο + 一 卫;Υ

牛
<

_ ’
Λ 尸 ;尹 <

引理 � 证毕
。

引理 � 若习卜线性组昭
2

功有解沪 厄 Λ
,

月
2

尸;劝 Ε Λ 二∃
’‘

。尺
”

在
“

处

Ε Λ 住 刀
”一 ,

∃
” γ ”

在 Υ 来

处连续
,

日
Ψ ,

生;ςΕ
带
<非寄异

,

又设

户;χ 一
、

理;万
来
<

“ ’
Λ 尸;Υ ‘

” α �

则存在
一
个球

Λ
。 二 Ρ 川 Τ卜一 Ε 带

1 ; 污
。

Τ 住 Λ

使从任意点
二。 任Λ 。

出发
,

经过迭 代程 子

男ς � Ο 义、 一 孟 ;Υ
、
<
一 互
尸;Υ

。
<

Ω Ο ∀, � , � ,

Ε
’

所产了几灼选代 点列 Ρ
工、

Τ
一

〔Λ 。
收敛于

2

广

汪明 由引理 � 知
,

存在球

Λ
, Ο Ρ Υ1 ⎯Τ

Ε 一犷 Τ�α 人 Τ 二 Λ

使向
ς

已位函数

必 〔刃 < Ο Υ 一 & ;万<
一 ’尸 ;Υ <

在球 Λ
ς

中适定
,

在 护 处可 微
,

井且

Λ 少; 丫架 < Ο + 一 只;‘
带
<
一 ’
刀( ;Υ 裕

<

又知
, 尸;尹 < Ο 。,

所 以对 二 少;二
帐
<

2

即方程
Υ Ο 少;Υ <

有解 广
,

且 必;Υ< 在 广 处可微
,

同时

以Λ 必 ;Υ
米
< <α �

由简单迭代法的收敛性定理知
,

命题成立
。

定理 � 设 广 为非线性组 ;Ι
2

�< 的解
,

( ;Υ< Ε Λ β ∃
”

, ∃
,

于球

Λ 。 Ο Ρ川 :
二 一护朋α 占

。
Τ 仁Λ

可微 , 其次
一

只;Υ <



第 � 期 解非线性组的 ∋ 步 % 7 8 9 0 :
一& ∀ ∃ 方法 � Ξ 3

上连续可微
,

记

Λ ( ‘Υ < Ο Λ ;Υ < 一 ∋ ;Υ < 一 # ;Υ <

其中
,

Λ ;Υ< 为 Λ 尸 ;Υ< 的对角元所构成的对角线矩阵
,

∋; 劝 为严洛下三角矩阵
, Ε ;Υ< 为严格

上二角矩阵
,

ς个设 Λ ;Υ
辛
<非奇异

,

令
了!

; Ε , Ε 。, Ε < Ο 〔乃;二< 一 Ε ∋ ;二 <」
一 ,

乞;� 一 Ε。 <Λ ;Υ < Σ ;留 一 , <∋ ;Υ < Σ 留 Ε ;Υ <」

加φ Ξ , 留 , Ε
皆为实数

则当

η ;) ;Υ
淞 , 留 , , < <α �

时
,

存在一 亨
、

球

,
, Ο

Ρ
刃
Τ1卜一 二米

��α 占
,

Τ 二 Λ
。

使 夕
、

仁愈 傲 Υ 。任口
Ε

出发
,

经过 ∋ 步 了介
, , ,

9。 , Ε一 刀口刃 程厅
厂、 , 二 二 、 一 留〔汀

“ 一 ’
;二、

, �。 , Ε < 十 ⋯ Σ ) ;二久
, 二 ,

心 Σ 月〔Λ ;二
、
< 一 Ε

从
万、<」

一 ‘尸 ;刃。<

几Ο Ξ , � , � ,

⋯ ; Κ
2

� <

介Ε
产生的达代点列 Ρ Υ 、

Τ 任 Λ ς ,

Τ全敛于 Υ 半 2

谈明 山于 刃万;Υ <在 二 ‘

处过续
, ⎯玫刀;二 <

、

认
、 <蕊

一

ς Ε‘;二 <亦在 少 处连续
,

今设

Ζ ;二
, , 。 , ,

·

, Ο

二
;”;Υ < 一 ,

·

五;Υ , ,

7 ;厂
, ,乙, , Γ < 一 � ;;ι 一 口 <刀;Υ < Σ ;。 一 ς <五;Υ < Σ 臼 。;Υ < <

2 < Ξ ; Κ
。

� <

则 刀;Υ
, 。 ,

ε2< 一 ∗;Υ
, 。 , Ε < 一刀尸;Υ<

且执
厂 , 必 , Ε < 和 自

劣 , 。 , Ε < 亦在 尹 处连续
,
又 仄扩 < 非奇异

,

∋; 扩 <为严格下三角矩阵
,

故

刀;扩
, 。 ,

动亦非奇异
,

于是存在一个球

Λ Ε Ο Ρ 二�皿
ς 一 Υ 辛

�α 占
Ε

Τ 二Λ 。

使得 刀;二
, 。 , ‘<

一 ’

在球 Λ
Ε Γ!Ε1适定

,

在
Υ “

处连续
,

因

�了;Υ
, 。 , 了 < Ο 刃;Υ

, 。 , 了<
一 ’

∗ ;Υ
, 。 , ,

·

<

Ο ;Λ ;二 < 一 Ε ∋ ;Υ <
一 ‘

〔;� 一 。 <刀;劝 十;。 一 � <∋ ;Υ < Σ 。 Ε‘;Υ < ]

故 万 ;二
, 。 , Ε <在犷 处连续

,

今考虑

+ 一 万
乙

;Υ
未 , 。 ,

叻

二
汇+ 一 万 ;Υ

带 , 。 ,

Γ< 〕「+ Σ ) ;广
, 。 ,

劝 Σ2
“ Σ ) 乙一 ’;扩

, 。
,

ε2< 〕 ; Κ
2

Ι <

山于 爪 +Ε∴ ;厂
, 。 ,

泊 α 1 ,

所以「+ 一 万
五
;广

, 。 , , <」非奇异
,

因此 ;理
。

Ι < 右边为两个节阵 〔+ 一 万

;二
‘ , 。 , Ε <」和「+ 十 ) ;Υ 半 , 。 ,

动 Σ ⋯ 十万
‘ 一 ‘

;二
“ , 。 , Ε <」亦非奇异

,

又因矩阵 万 ;二
,
。 , 。

,

< 在 扩 处

连续
,

可知矩阵

月;Υ
, 。 , Ε < Ο Ζ ;Υ

, 。 , Ε < ∴+ Σ ) ;Υ
, 。 , Ε < Σ ⋯ Σ �� “一 ’;Υ , ’ ,

。 , Ε <」
一 ‘

在 广 处连续
,

非奇异
,

从而 & ;沪
, 。 , Ε <

一 ’

存在
,

由引理 � 知存在球

Λ Ι 二 Ρ川皿
二一 广朋α 占

Ι
于二马

使函数

必 ;Υ
, 。 ,

叻 Ο Υ 一 过;
,

Ε , 。 , , <
一 ’

( ;Υ <
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在球 Λ Ε
中适定

,

在 扩 处可微
,

并且

Λ 中 ;Υ
寮 , 。 , 了< Ο + 一 & ;Υ

裕 , 。 , , <
一 +Λ ( ;Υ

华

<

二 + 一 ∴+ Σ ) ;Υ
今 , 。 , Ε < Σ ⋯ Σ ) 乙一 ‘;Υ

2 , 。 , , < ]Ζ ;Υ
2 , 。 , Ε <

一 � ·

刀尸;Υ
2

<

二 ) 气尹
, 。 ,
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