
第多卷 。第 � 期
‘

从堪公年
�

 月

华 侨 大 学
!

学 报
∀# ∃ % & 人∋ # (

一

) ∃ ∗ +) ,人− ∃ & ,. / % 0 ,1 2

. 3 4
。

5

(6 7
8

& 3 。

�

� 9分:

关于;一群的自同构群的阶
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摘 要

若 >
一

群 ? 不循环且 ≅ ? ≅ Α 户 时有 Β? ≅ 川 ∗ ΧΔ <? = ≅
,

则称 ? 为 ∋ ∗
一

群
。

本文证明若

干类 >
一

群为 ∋ ∗
一

群
,

业引进 Ε &
一

群的溉念简化论通
。

!

∀ ∀ !

一
、

月4∀ 言

;一群的自同构群之阶
,

其上限已于 � 9 Φ Φ 年由 ?
!

ΓΔ’味Η3Ι 了与 ;
!

) ϑ4 4解决
〔�Κ ,

而 其 下 限

至今仍在探索之中 Λ 近年来
,

人们猜想
Λ

任意一个阶大于 沪的非循环 ;
一

群 ? 的阶 ≅?Μ 整除

? 的自同构群的阶 ,∗ ΧΔ <? =,
!

文献 〔 〕把适合这个猜想的 ;
一

群叫做 ∋ ∗ 一
群

!

#Δ Δ。 〔Φ∀ 首先证明交换 ;
一

群是 ∋∗
一

群
,

又证明若 ;
一

群 ? 为 > &
一

群 Γ 与交换群 ;的直积
,

且 ΝΓ ≅�∀
∗ 。, <Γ = Β

,

贝。,? Β�,
∗ Λ“‘? , Β

·

‘> & 一群是‘旨没有“卜平凡交换直积因子的“。交换 , 一群 =
!

这一结果指出
,

要证明猜想成立
,

只要
一

证明所有的 尸& 一
群是 ∋ ∗ 一

群
!

于是 #Δ Δ# 接着证明若
? 是 /+( <Ο , Λ ,

;=型 > & 一群
,

其中
, = Ο Α Φ ,

则 Β? Β � ≅∗
Χ Δ<? = ≅

!

? 是 / +( <Ο , , ,
;= 型

,

指

‘是 广阶 扭 一 � 类卜群
,

? Π ?
Θ

初等交换
,

且 Β?4’ Π ?4’
Ρ Σ

卜 ;< 4’Τ  
, Φ ,

⋯ Ο 一 4=
,

其中 ?
‘

是下

中心列的第 Υ项 =
!

又证明猜想对中心 Θ 为初等交换 <设 4ς∀ 二 ;’=且满足下述任一条件的 扩阶

尸& 一
群 ? 也成立

Λ < � = Λ = Λ
Π  Σ < = ;

’

= � 
Λ
Π Θ ΒΣ <Φ =若 ? 的幂零类 。= Φ ,

则
, Ρ Υ 一  Λ 簇、

后来 ( 3
ΧΩ 46 。〔Ξ�

、

Ε 即扭 �Ψ� 先后证明了幂零类 Θ;
一

群与 ;
一

交换 ;
一

群都是 ∋ ∗ 一
群

!

Ε ϑΖ Δ’ΔΔ

与 3Δ Δ3Δ 64[ 54Δ ∴Κ 还陆续证明了具有非平凡亚循环中心商群的 >一群<>=  =
,

非交换模 >一群<> =  =

及满足 ,?
Λ
ς4 < 沪 的 ;一群都是 ∋ ∗一群

!

刀] ϑ Σ ⊥无ϑ _ 3 ∴ [, �证明了下述几类 介群 ? 是 ∋ ∗一群
! <� = ? 的下中心⎯4∀ 商因子 ∋

‘

Π ∋
, 十 Λ Τ 乡

,

<Ν Α 。
,
ΥΤ�

,

⋯
,

+ 一 �=
,

且
己 α > ? Π ∋

Λ

‘ ≅引 , < = ? 中存在一个最大类的正规子群 β 满足

“=倒β 初等交换或 <4’Υ=β 在 口中的指数为 矿 , <Φ =‘的一个极大子群 β 含有阶 为 > 的 正
规手群 )

,

而 对 Π方有最大类
!

并且证明了
Λ

折ΩΔΔ 漏 子群奴?= 循称的, 一群 ? 是上述第 4类

护群因而是 ∋∗ 一群
,

还推得最大类卜群是 ∋水群
!

本文首先应用上述一部分结果证明
,

含 >
’一 ’

阶元的 犷 阶群与某些极大子群的中心 循 环

的 >一群是 ∋∗一群 , 接着证明含较大交换直积因子的 >一群
、

含较大初等交换中心的 >一群及中

本文 �9 χ Ψ 年 5 月  。旧收到‘
’

产 作者系本校数学系 : 级毕业生
,

现为广西民族学院数学系讲师
!
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一
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心商群的阶‘沪<’ 十, ’的某些 夕一群都是 五书群
,

并引进 Ε & δ6
群的概念及给出 Ε & ∴6

为 ∋ ∗ 一
群的

一些充 分条件
!

下文以 ) < 口与 �� ε 召 分别夜示 Υ, 是 ? 的子群与真子群
!

εϑ ,
7

,
⋯ = 表示由

ϑ ,

7
,

一生
成的群

,

‘ Τ ‘ , ε ‘
Λ

二一 ε ⊥⊥
Ρ , 一 � 表宗‘ 的下中心列

, ‘

其中 + 为‘ 的幂零类
,

氏 <∗ = 表示

∗ 在 +里的中心化
一

子
,

? 二 ) 丧示 ? 与 ) 同构
,

∗
。

<‘= 表示群 ? 的中心 自同构群
,

还有一些

符号用到时再说明
!

二
、

猜想成立的某些条件

木 右命题 � 可用文献 〔 〕的结呆推出
,

这里用另一方法证之
!

命题 � 如梁 矿 阶群 ‘<。 Α  、介 矿
一 ‘

阶元
,

则 ? 是 ∋∗ 一
群

!

证 因交换 ;一群是 ∋且一群圈
,

以下只要证 ? 非交换的情况
!

<一 = 户Α  时
,

? 二 εϑ ,

乙=
, ϑ ,

一 ’ Τ 占
” 一 � ,

吞
一 ‘ϑ 占Τ ϑ ‘ Ρ , ” 一 , [“Κ !

取 ? 中任意二元
。 Τ 7

’、 ‘, , 二 乙
’。 ’,

可以算出其换位子

Χ 一 ,护
一

≅ Χ 夕 一 ϑ <� ‘ ,
一  =一 � Κ Δ

一
[ <4 Ρ > ” 一  =一

� �, ,

而 Ι<� Ρ 夕
” 一 ’

=
’
一 �〕卜 〔<� Ρ ;

’ 一  广 一 �孙
二 ;

” 一 , ·

介
,

_ 为整数
!

于是 Χ 一 , , 一 ‘Χ , Τ <ϑ > ” 一 , =
, ,

即 ? 的任一换位子都是
。”’ 一 , 的幂

,

故 ?
Λ

‘ <矿
” 一 , =

!

但 ?
Φ

ε ?
Θ ,

而 ∀<砂一
, = Β Τ >

,

故

召
。 “ �

!

因此 ? 为幂零类 Θ;一群
,

由文 〔Ξ 〕有 Β? ≅ Β ≅∗ ΧΔ <? = ≅
!

<二 = ;“  时
,

?只能有以下四种类型旧
Λ

< Υ = ? Τ <ϑ ,

吞=
, ϑ ·’ 一 ‘ Τ 吞, ΤΤ � ,

吞
一 , ϑ吞Τ 。一 ‘

<二面体群 Ε
Θ φ , , , = Φ = Σ

< 。 = ‘ Τ ‘二
,

占=
, 二 , ” 一 ’二 ς ,

·

占
, 二 ϑ , ’ 一 , ,

西
一 , ϑ 乡Τ 。 一 ‘ <四元数群 −Θ 。 , , = Φ = ,

< 4 = ‘ Τ <ϑ ,

乃Α
, ϑ Θ ” 一 � Τ 吞

 二 � ,
石

一 , ϑ石二 ϑ ‘Ρ , ’ 一  <, = Ξ =Σ

< 砰 = ‘ Τ <ϑ ,

西=
, ϑ , ” 一 ’ Τ 乙

 二 � ,
乙

一 , ϑ乙Τ ϑ 一 , Ρ  ” 一 ’ <Λ = Ξ = Σ

与 <一 =的 证明同理
,

< 4 =型为幂零类  群
,

因而有 ≅?, � ,∗
“以? =,

!

? 为 < , =型时
,

γ∗
Χ Δ<? =≅

Τ
,Ε

。

卜  
” Τ

≅ ? ,<当
φ Τ Φ = , γ∗

Χ Δ<? = 卜   ” 一Φ
Β? ≅

Τ  
” 一 Φ

Β? γ

<当 Λ Α Φ = Σ ? 为 <亚 =型时
,

≅ ∗
、Δ<? = ≅

Τ
�Ψ

Σ

卜  
” !

Φ Τ Φ ≅? ≅ <当 φ Τ Φ = Σ
,∗

Χ Δ<? = �
Τ   一 Φ

“  
’ 一 ”

Β? 4<当 Λ Α Φ =‘9 , 。

因此
,

? 为< , =
、

< ΚΝ =型时都有 一? 一γ ! ∗ Λ Δ<? =�
!

⊥ 为< 万 =型时
,

假定 7ϑ
协

〔ς <‘=
,

则 7。 Λ 二 Τ 。 ·

7ϑ
‘
二 7。

一 , ‘ , ” 一 ’ 。‘,

推得
。 二 。 一 , 十 , ’一 ’ ,

矛盾

<注意 、= Ξ =
,

因此 Θ< ? = 的元素只能为
ϑ 的幂

,

即 Θ <? =< ε的
,

因而 Θ< ? = 循环
,

故 ? 为

> & 一
群

!

又因 ϑ 一 ‘
7

一 ’

ϑ7
二 。 一  · , ’ 一 ’ ,

即 。 一 ’十 , ” 一 ’ 〔?
Θ ,

故

ϑ , Τ ϑ Θ <ϑ , ’ 一 ‘
=  一 Ξ 一 , Τ <ϑ 一  Ρ  ’ 一  = <, ’ 一 Ξ 一 , = Ρ � 任‘

Λ ,

因而 εϑ Θ
=< ?

Λ ,

但 必<? = Τ <ϑ Θ = <7 Θ Α Τ <ϑ Θ Α
,

即有 <ϑ Θ =< ?
Θ

< 必 <? = Τ εϑ Θ=
,

于是 ‘
Λ Τ 必<‘=

,

所 以 ‘Π‘
 

初等交换
!

其次 <。, =
一 ,西

一 , ϑ 钻 之 。 ” ,

即 ϑ ’ 〔 [‘
 ,
‘」Τ ‘

Φ

因此
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<ϑ , ’

=簇‘ Λ ,

但 6
Φ

ε ‘
Λ

且 <ϑ , ’Α为 ‘ Λ Τ <ϑ , =的极大子 群
,

故 ‘Φ Τ <ϑ ” Α
,

因 而 ,‘
 

Π ‘
Φ

Β
二
4<

ϑ Θ = Π <
。 , ‘ ΑΒ Τ  

!

归纳假设 ‘一 ε。
, ‘一 ‘Α< ε 、《 , 一 4 =

,

则因 <。
, ‘ 一 ’Α

一 ,
石

一 ‘ϑ , 今一 ’‘· ϑ 一 “ ‘ ,

即 ϑ ” 任 [?
, ,

? Κ 二 ?
, 十 Λ ,

因此 <ϑ “ ‘

= < ‘
, Ρ , !

但 ‘
, , Λ

ε ‘
!

且 εϑ , 奋

Α为 ‘
, Τ εϑ

, ’一 ’= 的极大子群
,

故 ‘
, 十 , 二 εϑ ’ ‘

=
,

因而 4‘
,

Π ‘
, 十 �

≅ 二 ≅ε
。 , ‘一 ’= Π ε

。 , ’

Α ,二  
!

因此 <η =型为 刀+( <Ο , φ ,
力= 型 > & 一

群
, φ Τ Ο Α Φ ,

故 ,? Β ≅ Β∗ Χ Δ<? = 4『ΦΜ
!

命题  若 ;一群 ? 中含 Θ< ? =的极大子群的中心都循环
,

则 ? 是 ∋ ∗ 一
群

!

证 同命题 � 的证明
,

我们只须考虑 ? 非交换的情况
!

在此情况下 Θ< ? = 必含于 ? 的某

一极大子群 )
,

因而 Θ< ? =< ς< ) =
!

由命题条件推得 Θ< ? =循环
!

假定 中<? =不循环
,

则存在 <;
,

;= 型正规子群 ∗ < 中<? = ≅’“�
!

而 ? 的元素在 ∗ 上导出的内

自同构群的阶为 Β? Π +
。
<∗ = Β

!

但 Β∗
, , Δ<∗ =卜 <;Θ 一 � =<;

Θ 一 ;=
,

故 Β? Π +
。
<∗ = �< ;

,

因此 ?
口
<∗ =

或为 ? 或为 ? 的极大子群
,

若 +
‘
<∗ = 二 ‘

,

则 ∗簇Θ< ? =
,

循环
,

不可能
,

若 +
。
<∗ =为? 的极

大子群
,

则因 +
。
<∗ =含 ς< ? =

,

根据命题条件 Θ <+
。
<∗ ”循环

,

但 ∗ 簇Θ< +
。
<∗ = =

,

亦矛 盾
!

所以 中<? =循环
,

由 〔 〕知 ? 是 ∋通一群
。

三
、

非 ;& 一群的 ;一
群

自从文 〔Φ 〕证明了某些 > & 一
群是 ∋ ∗一群以后

,

至今未见有人再继续讨论还有哪些尸& 一

群是 ∋∗ 一
群

!

因此
,

我们有必要 同时考虑不是 ;& 一
群的;一群

,

本节就是借助 文 〔� � 〕 的结

果给出非 > & 一群的> 一群是 ∋∗一群的充分条件
!

定理 � 设 ;
,

阶群 ? Τ ) ] ι
,

其中ι 交换
,

则 ∀∗ Χ Δ<ι = ≅ , , <? = 一 γ 一∗
3 Δ<? = �

!

证 儿4Δ< ι =的每一个元
Ν
都可以延拓为 ) ΧΔ <? =的一个元ϑ Λ Η_ 3 Η4’ Λ <Η 〔)

,
_ 任ι =

,

且易证 ∗ 3 Δ<ι =的所有元经如此延拓作成与 ∗ 3 Δ<ι =同构的 ∗ Λ Δ<? =的一个正规子群
,

它与 ?的

自同构群 , <? =的直积作成 ∗ ΧΔ <? =的一个子群
!

因此 ,∗ ΧΔ <ι = � 4,< ? = 4 ≅ ≅∗ ΧΔ <? =,
!

定理 � 设 ;
”

阶群 ? Τ ) ] ι
,

其中ι 交换
,

≅ι ≅ Τ ;
, , ,

� <? = ≅ Τ ;
ΙΙ Θ ,

ι 的极大 循环

子群的阶为扩
’一 ‘!

则 ι 满足下述条件时
,

? 为 ∋ ∗一群
Λ

< , = ι 的型长 Δ铸 � 时
, φ Λ Ρ  <Υ一 � == ,  

< 互 = ι 的型长 Δ Τ � 时
,

。 Σ Ρ Θ Ι一 Φ = 。  
<当 ι 不是矿 或犷 阶初等交换群=

、

, , Ρ  < Υ一  = 》 。 Λ
<当 ι 是矿 或沪 阶初等交换群 =

证 < , 服据文 〔川
,

, , � 时
,

一尤甲
‘, ‘ Λ ,

一,五
。Λ丈元= �

!

故若
, Λ Ρ  <Υ 一 Υ冷

Λ Λ ,

则

有 ;
” 

≅ ;”
十  “一 , ,

4 Β∗
Χ Δ<ι = Β

。

由引理 � ,
;

,
Τ ;二;

, 一 ’  
� Β∗

Χ Δ<ι = ≅ γ,<口= γ 4 Β∗
Χ Ν<? = γ

!

即

? 是 ∋ ∗一群
。

<万 =与 < , =同理可由
’

亡  〕证得
!

当定理 4 中的 ι 初等交换时
,

>卫

结果
,

即

,
<”

�

一 = , ! ,
ϕ ∀ ,

。
、 !

、

二 。 二 ,

�
,

� 。 ,

一
, 、 , , 。 ”

Λ

�
, 。 ,

, ϕ

一 飞
8

一
8

一 ≅ 4以小、几夕,! 迫川 洲理 Υ 伙”∀ 日 以仔到史独盯
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定理  设 广阶群 ? ·打 、 ι
,

ι 初等交换
,

Β州
Τ
;’

,

≅ς< ? = ≅ Τ 扩气 且卫48Ι
”

Σ , �

互=

,  ,

则 ? 为 ∋ ∗一群
!

例如 ≅Θ <? =卜 矿
“时

,

由定理 � ,
·

当 ι 为阶大于等于 尸的初等交换群时
,

? Τ ) ] ι 为

∋ ∗一群 , 而由定理  
,

只要 ι 为阶大于等于 尸的初等交换群时
,

? Τ ) ] ι 为 ∋ ∗ 一群
!

四
、

中心初等交换的 ;一群

远用上一节及文 〔Φ 〕的一些结果
,

可以得到一般 >一群 <即非专指 ;& δ6
群 = 为 ∋不群 的

一些充分条件
!

特别当 > 一群的中心初等交换时
。

先把文 〔Φ 〕的 + 。 , !

Ξ
!

Φ 稍加改进成

定理  

∋∗ 一
群

。

、 ! 。 。 二
�

、 , ,
、,

�
, ,

一
、

� 一 ! , 、 , , ,

一 一
、 ϕ ,

‘ �
,

�
ϕ φ 一  

,

ϕ
ϕ ,

�
、,

攻 介 4歼 厂八 一
砰 行 阴甲心 乙 足 γ盯刀 ;Ν 四 Ξ=∀ 寺父殃群

,

且
⎯异

一

飞
8

一
,

Μ�4∀ 行 刀
石

证 若 ? 的幂零类 Ο 簇  ,

由 〔Φ 〕与 〔Ξ〕? 为 ∋ ∗ 一群
。

若 Ο = Φ ,

则由引理条件得
φ 十 �

一  Ν ‘ Φ ,

因而
, Ρ � 一  Λ 簇 , ,

根据 〔Φ〕
,

? 也为 ∋姓一群
。

定理 Φ 设 广 阶群‘ 的中心是阶为 厂的初等交换群
,

且
, =

” 一 � Ρ 、Π ” 一 �

 
则 ? 是

∋ ∗一群
。

证 只要证明 ? 非交换的情况

由定理条件显然有
, = 之

乙
故若 ? 为 尸& 8

群
,

根据 〔Φ〕定理真
。

若 ? 不是; & 一群
,

可

设 ? 二 Γ ] >
,

其中 Γ 是 > & 一群
, > 是 矿

’

阶交换群<φ
,

》 �=
!

由 Θ <? = Τ Θ <Γ = ] 尸 及定理条件知 Θ< Γ= 与 ;都初等交换且 � <Γ= 卜 ;’
一”

。

又因 】川 ‘ ;
! “ ! ‘,

故若
Λ 一 , Λ

=
φ 一 φ 4 一  

 
则由引理  有 ΒΓ 一�≅∗

。Λ <Γ划 但是根据
、

〔Φ 〕

,
’‘
ς“

。‘<Γ = ,。≅ς∗
Χ ‘<? = ς

,

故 ς? ≅ · κ
·‘
ΒΓ ≅≅ ,∗

Χ 才<? = ς, 若
Σ 一 φ Λ ε

” 一 φ

一  

 

即 。Α  , 一 Λ Λ Ρ  ,

则由定理 条件
Λ 妻卫

一 � Ρ 训
φ 一 � 、

8

—
一

厄———
尹户

!

艺

 犷 一 ” , Ρ � Ρ 了 犷 一 ” ] Ρ 4

 

推算出
φ ∀ <φ , 一 � =

 
Α Ν !

于是 由定理  ,
?为兀左

一
群

。

定理 Φ 是在 ;一群的中心初等交换的条件下发展了文 〔χ 〕的结果
,

即指出中心较大的 扩

阶群是 ∋水群
!

例如若 ? 是 ;ϑ
“
阶群

,

则由 〔
!

χ 〕得
,

�Θ< ? =】= 矿
:
时 ? 为 ∋斗群

。

而当 Θ< ? =

初等交换时由定理 Φ 得
,

只要 ΒΘ <? =, = 护! 时 ? 就为∋∗88 群
。

要用到两个弓,理
Λ

下面再讨论中心最小的 矿 阶群
,

即中心的阶为 ; 的 户� 群

定理 Φ 设 ;一群 ? 的中心  初等交换
,

则  
 

Π ς 也初等交换
!

定理 Ξ � <? =φ ∗
。

<? =丝  
 

Π Θ

其中 Θ Λ

Πς 是 ? ΠΘ 的中心

引理 Φ 的证明
Λ

设 9  任 
 

Π Θ
,

则对任意 α 任 。
,

够 与 ]ς 的换位子 [够
,

]Θ 」二 Θ
,

即有



第 玉期 关 于 ;闷释的 自同 梅群 的阶

Λ〔肠二∀〔Θ
,

由换位子的性质 「λ
, ,

]∀ Τ 【λ
, ] Β

, ! ‘

但 Θ 初等交换
,
故【λ

,

]Κ
’ 二 �

。

推得 λ 夕

〔Θ,

可见 Θ
Λ

ΠΘ 中非单位元都是 ;阶元
,

、

因而初等交换
。

引理 Ξ 在文 〔Φ 〕中己在几处用到
,

故其证明省略
。

定理 Ξ 巾心的阶为 ;的誉犷阶群 ‘<φ Α  = 若满足下述条件之一时必为 ∋水群
Λ

<� = Β 
 
Π  �

二 >

< =  
 

Π Θ 循环

<Φ = 设 ? Π+
Λ

为 <, Σ , , Λ ,
一

, , Λ ,

=型
,

≅ 
 

Π Θ Β Τ ;
, ,

则 _= Ν Ρ �
!

证 中心的阶为 ;的 扩阶群二<φ Α  = 是 > & 一群
,

故由 〔Φ〕知
,

≅ς
Λ

Π ς4 二 > 时定理成立
!

又由引理 Φ 知
,

 
 

Π Θ 循环必有 ≅Θ
Λ

Π ς Β 二 >
,

因而条件 <�= 或 < = 满足时 ? 为 ∋ ∗一群
!

再由 〔Φ 〕
,

≅∗
。

<? = Β= 扩
,

其中
。二 �

!

习
ϕ

瓦
,

而 由定理条件<Φ= 得 艺
ϕ

7
二 Τ _

!

另一 方
] = �

8

8

一
一

] = �

面
,

由引理 Ξ ≅∗
。
<? = , <? = ≅ 二 Β∗

。
<? = Β ≅, <? = �Π � 

Λ

Π Θ ≅ 二 ;
含Ρ ’ 一 ’一介

!

又 由 条 件 <Φ = 有 ;
”

Β>
’‘ ’ 一 ‘一 ’

ΒΒ“
Χ‘<? = ≅

!

故条件<Φ =满足时 ? 也为 五∗ 一群
,

五
、

猜想证明的简化与Ε & 8群

) ΧΟ 脚4在文 〔�  〕中证明
Λ
若 ;一群 ? 可分解成两个真子群 ) 与∗的中心积 <即? 二 ) ∗,

) 中元与 ∗ 中元可交换=
,
∗交换且 ∀) ∀ � ,∗ ΧΔ <) =4 ,

则 ≅?4 � ,∗ΧΔ <? =∀ 有了这一结果就可以

把证 明所有 ;一群都是 ∋ ∗一
群

,

简化成只要证明所有无交换中心积因子 <指非平凡的
,

下同 =

的非交换 >一群都是 ∋ ∗一
群

。

由于无交换中心积因子的非交换 ;一群必为 ;& 一
群

,
而 ;& 一

群

不必 为 无 交 换中心积因子的 ;一群
。

因此 ) Χ Ο Ο 64 这一结果比 #Δ Δ3 的前述结果 <见前 言 =

更进一步
!

) Λ 。二。4还指出对 >一群 暇来说
,

? 无交换中心积 因子与 ? 满足 Θ <? =< 。<? =这两

个条件等价
!

) ,
Ο 3 4的结果还可以再推进一步

。

引理 Ψ 若 ? Τ Γ , ] Γ
Λ ] ⋯ ] Γ Λ ,

则 一∗ Λ Δ<Γ Λ = Ν一∗ Λ Δ<Γ
Λ
= 4一 ∗ Χ Δ<Γ犷= 4 Β �∗ Χ Δ<? = ,

。

只要仿引理 4把 ∗ 3 Δ<Γ Υ= <Υ Τ Υ ,

⋯
, Λ = 延拓后

,

可以推得 ∗ Χ Δ<Γ Λ = ] ∗ Χ Δ<Γ Λ = ] ⋯ ] ∗ Χ Δ

<ΓΝ = 与∗ Λ Δ<? =的一个子群同构
,

因而证得本引理
!

引理 : 若 ? “ Γ , ] Γ Λ 又 ⋯ μ Γ Σ ,
且 ? 满足极大条件

,
Θ <? =簇少<? =

,

则Θ <ΓΥ=《必<Γ Υ=

<4’ Τ � ,

⋯
,

叻
。

证 由

? 二 Γ
, α Γ Λ ] 二 α 价 <工 =

得 Θ <? = Τ Θ <Γ
Σ

= ] Θ <Γ
Θ

= ] ⋯ ] Θ <Γ Λ =与

必 <? = Τ 中<Γ Σ = 火必<Γ
Λ

= ] ⋯ ] 毋<Γ Ν = <亚 =

若某一 ς <刀Υ=袭。<刀Υ=
,

不妨设 Θ <Γ , =袭必<Γ Σ = ,
则 艺<Γ

Λ

=中存在一元
Λ
乙由<Γ Λ =

。

但

ς< Γ
Σ

=蕊ς< ?= 成剑?=
,

故
二〔必<? =

,
‘

由 < Λ =Λ 盒 二 Σ Λ Λ 一 二 , ,

其中
二‘〔。 <Γ4’ =

,

因而 二‘〔Γ二

但
Λ 〔ς <刀 , =《刀

, ,

故由< , =不得不有
Λ Λ Τ  Φ 二 ⋯ 二 Λ ,

Τ Υ ,

而
ς Σ Τ Λ 〔少 <刀

Σ

=
,

矛 盾
!

故

Θ <刀
,

=趁必<刀
‘
= <Υ Τ 4 ,

⋯
, , =

!

任意一个 ;88 群 ? 都可以分解成为无直积因子的诸 ;一群的直积
,

且 由 引理 : 若 ? 满足



华
‘

Λ侨
卜

大
’ ‘

学
一

‘

学
一

报 盆叨:年

Θ< ? = < 毋<? =
,

则分解出来的直积因子也满足
。

因此只要能证明满足
‘

Θ< ? =簇必<? = 且无直 积

因子的 ;一群 ? 为 ∋∗一群
,

则由引理 Ψ 及 引理 :
,

‘

满足 Θ <召=《毋<叹= 的 ;一群 ? 都是 ∋ ∗一群
,

因而所有 >一群都是 ∋∗一群 〔’ 了
。

为叙
!

述方便
,

作如下定义
Λ

定义 ? 称为 Ε & 一群
,

如果 ? 是满足 Θ< ‘=《必<? = 且无直积因子的 >一群
。

于是上述结果可以写成

定理 Ψ 若 Ε & 一群是工∗ 一
群

,

则 ;δ6群都是 不∗一
群 <即前言所述的猜想成立 =

!

容易证明
,

中心循环且满足 Θ <‘=《必 <? = 的 ;一群 ? 是 Ε & 一
群

。

但是
,

Ε & 一群不必为巾

心循环的 ;一群
,

如下例

‘ Τ <ϑ
,

右=
, ϑ ”Φ 二 石

“ Φ Τ Υ ,
西

一 , ϑ石Τ ϑ ‘ Λ , Φ �
!

先证明
Λ

ς <‘= 二 <ϑ “ Α ] 伪
, ’ Α

对任意 西
, ϑ ‘

任?
,

若
∴ Τ 3 ,

则有 7
∴ ϑ ‘一 ϑ ϑ ”三 ϑ Φ  一

乙
∴ ϑ ‘ 。

若 �< 0 ε Φ “ ,

则 Ξ
,
一 � Τ <Ξ 一 � =

<Ξ
’ 一 ’ Ρ Ξ

’ 一 , Ρ ⋯ Ρ Ξ Ρ 4= Τ Φ _
,

_ Τ Ξ
·

, Ρ Ξ一 ’Ρ ⋯ Ρ Υ ,

即 ϑ ‘’ 一 ‘二 ϑ Φ ‘ ,

因 此 ϑ ‘’“’ϑ 一 Φ ’ Τ 二 , ’

<Ξ一 Ν= Τ 。 , ’‘ Τ Υ ,

即。“ “’ Τ 。 , ’ ,

故
ϑ , ’ !

吞
· ϑ ‘ 二 香

· ϑ ‘” ’ϑ ‘二 香
·。 ≅ ! 。 “’ ,

因此 。 ”’ 〔ς <? =
!

又对任意 西
·ϑ ‘
任?

,

因 Ξ ’ 一 4 Τ <Φ Ρ ς =一 ς Τ Φ Φ

茶
,

不为整数
,

故
ϑ ! “’‘ Τ ϑ <Ξ

Λ ’一 � =
‘ϑ Λ Τ ϑ 。“

正
, ϑ , Τ 。

Λ 因此‘
·ϑ Λ !

吞
Λ ’一 石场

, ’ϑ !
”

‘ Τ 今
Λ ’一今

·ϑ ·,

于是西
, ’‘ς <‘ =

!

所 以 ς <‘== εϑ
, ’ Α<吞

,  Α 。 <。
,  Α ] 仆

Φ  =
!

其次
,

对任意
ϑ “

7
!

任?
,

若
��
无 Φ  因子

,

则
ϑ ! ’

“
Χ ϑ 一

’ Χ 二 ϑ Λ Χ ! ’
笋 4 ,

因而
ϑ Σ ” ‘ , Χ

铸 ϑ ‘”Χ !

故
ϑ !

西Λ 7 Τ

<Φ Ρ � =
”
一 �

即
ϑ ‘’

铸 ϑ ,

于是
,

脚
Ρ ‘ϑ ‘” 十 ’Χ 笋 77

! ϑ Ξ ! Χ Τ 7
! ϑ “

7
! ,

因此 ϑ !

7
”

乙Θ <? =
。

若 . 无 Φ  

ϕ 。 。 ! ϕ !

。 ” ϕ ,
, !

Ζ <Ζ 一 � =
。 ,

ϕ !

。 。
,
, ∀

, ,

二
。 。

。 二Τ ”
’
Ρ Ζ

·

”
’ 一 ’ Ρ

,

二 十 竺、

飞卫
“’ 十 Ζ ·

“易证 Ξ
”
一 4 无Φ “

因子
,

故
。 ! 。 !

乙
”
二 吞

”ϑ ‘” <
“ 十 ’= 子西

’ ϑ ‘ ” “ ϑ Τ ϑ “

7
’ · ϑ ,

因此 ϑ “

7
!

〔Θ <? =
!

又有 ς <‘=簇 <ϑ “’ = ] ε吞
, ’ =

,

所以 ς <‘= Τ εϑ , ’ Α ] <乙
,  Α

!

因子
,

则 由 Ξ
”
一 � 二

故
ϑ Ξ ” 一 ’

祷 � ,

但是 必<? = Τ εϑ , Α<7 “下
,

故 Θ <‘=簇少 <? =
!

卞面证 ? 无直积因子
Λ

假定 ? Τ Γ
Λ ] Γ Θ ,

其中 Γ
Λ
Γ

Λ

非平凡
!

分两种情况考虑
Λ

�
!

≅Γ
,

Β Τ ΒΓ
Λ

≅Φ
χ !

若 Γ泊 <ϑ Α 二 Υ <Υ Τ Υ或 =
,

则 ? 二 刀
‘ ] <ϑ Α

,

推得 Θ <? == <ϑ =
,

与

Θ <? = Τ <ϑ ϑ Θ = ] <7
∴ Θ =矛盾

,

于是 Γ ‘

自εϑ Α 笋 � <Υ Τ �
、

 =
,

但又因此推得 Γ
Λ
自Γ Θ

》<ϑ ‘ Α铸 �
,

也不可能
。

 
!

ΒΓ
Σ
γΑ ΒΓ

Θ

Β
!

则有 】Γ
Λ
Βε Φ Φ ,

矛盾
。

同理 ≅Γ
Σ
,ε ΒΓ

Λ

Β也不可能
。

故 ? 是中心不循环的 Ε & 一群
。

因而凡交换
,

职写有交换直积因子
,

与别 ? ’‘。 <? Α

上例说明中心循环的 Ε & 一群是特殊类型的 Ε 价群
,

命题 与定理 Ξ 证明的 ∋ ∗一群都是中

心循环的 >佑群与刀& 一群
,

而下面两个定理证明的 ∋十群则包括中心不循环的一些 Ε & 一群
。

定 理 : 设 扩阶 Ε & 一群 ? 的中心是;’阶的初等交换群
,

Β。 <‘= Λ

Θ< ? = Ι< ;
。 ϕ Ν ϕ φ 一  

8

下一
’



纷�
�

翎 爽于 爪群 盼盲 同翁 群 肉阶 介‘

且满足下述两个条件之一
,

则 ? 为 ∋∗88 群
Λ

<工= 必<? = 二 ? Λ 舟 止 李 争

< 亚= ? Π ?
Λ

初等交换
。

证 由引理 Ξ
,

,∗
。

假=
。

, <召 =Σ 二 ≅∗
, <? = Β�� <? =,4 Π 哆汀ς Β

。 Σ ·

若 Β几 Π别 二 卜? Π  �
, Σ
则 ? 为

幂零类 群
,

因而是 ∋∗ 一
群 [ΞΚ

。

以下设 � 
 
Π Θ, ε ≅? Π ς,

,

即有 Βς
Λ

邝 4喊矿
一 , Λ
气 于是

」

Λ
’

≅∗
。

<? =, <? = ≅》 ≅∗
。

<? = Β;
“一 ,

Π ;一
Ι 一  Τ 乡!

Β∗
。

佑川
,

’

<工》

<’, = 若 必<? = 二 ? Θ ,

则 ? Π口
Λ

初等交换
,

且 γ‘阳
Λ
Β二 ,? 牌<?= ≅ Τ 岭ΠΘ <? = ≅Π γ必<? =Πς

<?〕
Λ
Β 但由定理条件 γ少<Θ 叮ς <? = Β《 >

” 一’一

落
,

故 ,? Π ?
, = 。

” 一 ’一
‘。

一
Λ 一丝窗全, 二乡一

, 8 ,
。

根

据
·

〔Φ〕
,

,∗
·

‘? , ‘一 夕·

,’](4
”· , ;’

’

赞
Τ ,

’ 一’· 于是由“ , ‘’
·

‘? , “? , ,“””
’ 一’” ,

’
‘

推得 Β? γγΒ汉
。

<。= , <? =一γΒ通
Χ ‘<? =

!

<江 = 很据 >
一

群的性质 必<? = = ?
Θ ,

但 ? Π ?
Λ 初等交换

,

故又有 必‘口=有? Λ 。

因此 必<? = 二 ?
Θ ,
同<工 =得证

!

定理 了 设 ? 为广 阶 Ε & 一群
,

Β 
 

Β‘ Β台Π口
Λ
Β且

乙 ] ;? Π仇
、

< 4ς∀
,

则 ? 为 ∋∗88 群
!

证 设 =Θ ΒΤ ;
, ,

Β?
Λ
� Τ ;

‘!

由定理条件 � 
Λ
≅ < γ? Π ?

Θ
≅得 � 

Λ

Π  �簇 γ? Π ?
 
�Π ΒΘ 】Τ ;

”一 Ι 一 ‘。

由引理 Ξ
,

Β∗
。

<? =, <? =卜

γ∗
。

<?川 , <? = �Π ∀Θ
Λ
Π  �》】∗

。

<? = �乡
“一 ,

Π 力
”一 护 一 ‘ Τ 乡

‘

,∗
。

<? = �
!

又 因 6 义 ;? Π ?
Θ< 乡

, ,

根据〔Φ〕
,

,∗
。

<? = �= ,
。

Τ , 万 _西
, 一 。

”一 ‘!

故有Β通
。

<? = , <‘= 4= 。
·
, 一

‘二 ,
· ,

因此 ? 是 ∋十群
!

北Τ �

推论 设 ? 为 矿阶 Ε & 一群
,

4‘
 
Β石沪且

。 ] ; ? Π ?
Θ簇 ΒΘ4

,

则 ? 为 ∋∗88 群
。

证 因Ε & 一群非交换
,

故 ,?
Λ
Β子 �

!

若 ≅?
Θ

卜 >
,

则 ? 为幂零类  群
,

推论真‘Ξ∀
。

下 面

考虑 Β?
Θ
Β

Τ
尸的情况

Λ 当 Β几 Π ς4 二 γ召  γ时
,
‘

一

也为幂零类  群
,

推论真 Σ 当 Β几Π ς, ε γ?Π
ς, 时

,

则有 Β 
 

�< 犷
一  ,

因而 Β 
 
Β‘ Β召Π ?

Λ
,

,

由定理 5
,

推论成立
!

定理 5 与推论中的条件 ‘为 Ε & 一
群减弱为 ? 为 > & ∴6

群时也成立
。

还有哪些 Ε & 一群是 ∋ ∗一群
,

有待于继续探讨
!

与此同时也可以考虑非 Ε & 一
群

,

我们有

定理 χ 如果满足 Θ< ? = < 必 <? =的 ;一群 ? 可以分解成
Ν
个 <Ν =  = ;一群的直积

,

且 Β? Π ς

<? =】成;Θ <
, 十 ’= ,

则 ? 为 ∋水群
。

证 设 ? 二 Γ , ] Γ Λ ] ⋯ ] Γ
, ,

则 Θ <? = 二 Θ <Γ
Σ

= 火 Θ <Γ Θ = ] ⋯ ] Θ <Γ
一

=
,

因而 ΒΓ
Λ
ΠΘ <Γ , =

,ΒΓ
Λ
Π Θ <Γ

Θ

= ,⋯ ΒΓ
Ν

Π Θ <Γ
,

=卜

若某一 ,Γ
‘

Π Θ <Γ
‘

= 】Α ;Ξ

,? Π Θ <? = 4簇>Θ <
, 十 Λ = ,

Ν

则 �� ,Γ
,
Π Θ <Γ , = Βε 。

, ‘
’一 ‘’

·

于是必有某一 γΓ
,
Π Θ <几 = ≅ ε ;含

,

4叹

由护群的性质知
,

Γ , 交换
!

但由定理条件与引理 :
一

有 Θ <ΙΓ, =< 必<几 =, 矛盾‘故 ΒΓ了Θ< Γ
‘

=

《少 <Υ Τ � ,  ,
⋯

, , =
,

由 〔分〕,
,

」

Γ Λ 丫凡
, 。, · ,

Γ ,
都是

、

∋矛群
,

’

因而由引理 Ψ
,

‘

? 是 石刁一群
。

本文承李世余
、

俞暗霞老师和 曹锡华
、

陈重穆教授 的帮助
,

作者谨此表示感谢
。
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