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广 义 对 数均值 及其性 质

王 志 雄

1应用数学系 2

摘 要

本文研究包括对数均值
、

3 4, −5 6 7 8 9 均值和幕平均值在内韵一类均值

—
广义对数均值

,

给出它的齐次性和可比较性定理
,

推广了文 〔�〕
,

〔:〕
,
〔叼 和 〔0〕的结果

。

广义对数均值的定义和例
’

设 ∃ ‘

为正实数全体组成的集合
,

;1 42 是映 ∃ <

到自身内的连续函数
,

对任意两个相 异

正实数
= , 夕及实数 8 铸 “ ,

令

∋ >

一
21? , , , 二

盯≅
, ‘, 1≅ , Α , ‘

卫
, 1, 2Α ≅

」
一

Β
Χ

显然
,

∋ >Δ , , ‘, 22 1=
, , 2 是介于 = 和 , 之间的一个实数

。

当8 二 ,时
,

视 ∋ −, , 了1 Χ 2 �1= , , 2

当 8‘。 时的极限
,

即令

∋ 1 。, 了 1Χ 221= , 召2 Ε ∋ ;Φ ∋ > , , , 1Χ 2Γ 1=Χ 井2
8峥。

1 − 2

为式 1−2 中

Ε ·

、ΗΙ少
1≅ 2‘·, Α“

!≅
,“ ,‘≅

Ι
·

1 ϑ 2

当 = Ε 刀时
,

视 ∋ 1, , , ‘≅ 2 Γ1=
, , 2为式1− 2或 1ϑ 2中当 , , = 时的极限

,

即令

∋ > , , 了1Χ 2Γ1= , 夕2 二 −ΚΦ ∋ 1 Δ , , 1≅ 22 1= , 夕2 Ε =
。

1 : 2

Λ峥 ?

后面
,

为叙述简便
,

对于 1 − 2 型的函数当 = 二 刀或 8 二 。 时的值
,
都理解为如式 1 ϑ 2 或

> : 2 那样补充定义
。

定义 � 对于任意的实数 8 及 ∃ <

到自身内的任意连续函数;14 2,
由式 1� 2

、

1ϑ2 或1:2 确

定的 ∋ > 8 , ≅ 1、2Γ1= , 9 2 是映 ∃ ‘ 又 ∃ 十

Β到 ∃ ‘

中的连续函数
,

称这函数为
= , 9关于 18

, ;14 22的广义

对数均值
。

∋ 《一 = , ≅ Γ 1=
, 夕2 ‘ ∋ > , , ≅ 一 � Γ1=

, 夕2 Ε
? 一 Λ

−狱 一 ΜΝ 对
为对数均值 Ο−�

,

� �

≅ > 。一 ‘, ≅ 》1二
, Β 2 一卜军军毅

Π

�丙
,

1。 , 。 , � 2和 ≅ >。, , 21二
, , 2 ΕΕ

粤1, ,

Θ= 二

2
’ 一 ’

为
∋ 之5 气= 一 召 , ! ‘

嘴ΧΧ,‘例例

Ρ 4, −5 6 7 89均值 Ο ϑ , “ Σ

本文 � Τ Υ 3 年 0 月 �3 日收到
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例 : ≅ > , , ≅

一、1二
, Β 2 Ε

1
兰塑类迎生、

“

为
二 , Β 的 。次幂平均值川

Χ

、 乙 Μ

二
、

可比较性定理

广义对数均值做为 ∃
‘ 火 ∃

’

上的函数
,

可 比较性的意义见〔∗叹ς
Χ

32
Χ

定理 一 乙> Χ , , 1‘2 , 二 ∋ >一
,

“
, 1≅ 2Γ Χ

证明 由定义 � 立得
。

定理ϑ 若 8 > Ω
,

则∋ 1。 , , 1Χ 2、> ∋ >、 , 了 1Χ 2Γ Χ

证明 此为〔� 〕 1ς
Χ

0 02 之特款
Χ

定理: 若 ;1 42
,

Λ1 42 都是映∃ <

到自身内的有一阶连续导数的函数
,

则 ∋ > , , , > , 2 Γ镇∋ > , , , 1≅ 2 2

日
Χ

仅当 矛14 2Ξ Λ1 42 是单调减少的
。

证明 当 8Γ 。 时
,

及
, , , 1‘2 2 毛众

≅ , , 142 》当且仅当对一切 1= , 夕2〔无
, = 君

‘ ,

飞
了、了色

1∗13碍

爪�

� �

〔 !
‘· , ∀ , #、‘∃ %!

, ∀ , #&
�

一

‘
一

、

【卫
‘·∋ ∀ ( # ) %

∃ ∗》
∀ ￡#+ !

,
“

不访设 夕− . ,

则 ∀ /# 等价于

丁!
“,

 !
∀ , 。

一
# , ∀ , # ∋ ∀ !

, 、
!

、
0 「

把止方形的积分区域沿直线 1 二 ! 分割为两个三角形
,

其一三角形上的积分变元对换
,

,
0
0+0、0产一、0才

 !
、,

 (
∀ , ’

一”【
2∀ 3 #

∋ ∀ 3
∋ ∀ 1 # ∋ ∀ 3 # ) 3 ∀ 4 0

一

、少了、盈犷‘咨鑫声‘、了0、
口于+, 0

5

侧 2∀ 1#
, ∋ ∀3 # 均为映 6

十

到 自身内的有一阶连续导数的函数
,

7 妇成立
,

当且仅 当 2∀ 1# ∃召 ∀1 # 是单调减少的
、

8

,
0

、

当 9 7
。

时
·

,

结合定理 , 可得结论
0

当 9 二 “

时
,

情况类似
。

证毕
0

∀ : #

故不等式 ∀: #对一切
. , ; ∀< 7 .

推论 ,
8

(!,! 2 ∀1 # 和 ∋∀ 1# 都是映 6 =

到自身内的有‘阶连续导数的函数
,

则 > 79
,

2 ∀ 1 # − 二

职 9 ,

∋∀ ‘# − 当且仅当存在正实数 二 使 2∀ 1 # 二移。》
0

‘ ?

证明 > 7 、, , ∀ 0 # , ≅ > 7, , , ∀ ‘# −
当且仅当

丫
8

一

!
0

、 ! 几!

> 、, , 了 ∀ ‘# #簇 > ∀ , , , ∀ ‘# #
且 > 7。 , , ∀ ! # −蕊 > 7 , , , ∀ , # − ,

由定理 Α 当且仅 “
揣

且
斋

都

是递减的
,

故 2∀ 1 #∃ ∋∀ 1 # 必是某常数 。 0

因 2∀ 1# 和∋∀ 1 #都是正值函数
,

从 而
, Β − 。 0

证毕
0

三
、

齐 次 性 定 理

定义 Χ

定理 /

泥齐次的
,

证明

若对一切正实数
Δ 、 . 和 Ε’

五7 。 , , 、‘, # ∀ ! 无
, ‘, # ≅ ‘ ·

五7 0 , , ∀ ! 》# ∀ . , 夕# ,

则称广义对数均值 > 、、 , 2 ∀ 、# #
是齐次的

0

易

着 ‘∀ ‘# 是映 6
’

到 自身内的有一阶连续导竿的函数
,

则广义对数均值 “‘9 , “ 1#−

当且仅 当存在正实数
Β 及实数,

,

使 2∀ 1 # 二 Β1
乳 一 ’
一

充分性显然
。

必要性洲由定义 ,得
,

对一切
。乡 外
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∋ 1 Χ , , 1, 2 Γ1Ψ= , Ζ 红2 Ε Ψ 一

∋ > 。, , 1。 Χ 2》1= , 百2
。

由推论 �
,

存在与 4 无关的正实数 & 1。2 使

;1Ψ 42 ΕΕ & 1Ζ 2;142
.

令 4二 � 得 & 1Ζ 2 Ε 尹1Ψ 2Ξ ;1� 2
,

故由1� 2得

若 ∋ > , , , ‘, 2 2 是齐次的
,

则 ∋ 、
, , , ‘一, 2 Γ Ε ∋ > Χ , , 《Χ 》》。

1 � 2

;1Ψ才2
Μ;1� 2

;1Ζ 2

;1� 2

;14 2

;1� 2

函数方程1Υ2 的唯一非零连续函数解是幂函数 Ο7�
,

Χ Ε ;1� 22 , ,

得证
。

1 Υ 2

即存 在 实 数耘
,
使 ;14 2Ξ ;1 �2 二 4几

护呀
 

取

由定理 ∗ 及推论 � ,

关于实数 8 及映 ∃
十

到自身内的有一阶连续导数的函数 ;1气功广义
对数均值 ∋ 是齐次的

,
当且仅当存在实数 入使

≅ 1·
, , 卜 ≅ > Χ , , ≅ 一 , 1·

, , 卜 Ο各摧兴�
’一

‘
,

1 Τ 2

下面
,

我们仅讨论这类均值
,

并把它简单地记为 ∋
Χ , 、1≅ ,

9 2
。

由定理 �一 :得
推论 [ ∋

, , Β 二 ∋
一 , , ≅ < , Χ

推论 5 ∋
Χ , ≅ 簇∋Χ

, , ≅ 当且仅当
‘

、《 8’丈∋
, , 、簇跳

, ≅ ‘

当且仅当Χ入《犷
Χ

四
、

(
。

∋
。

ς
·

均 位

文〔∗ 〕定义了由 ∃
<

上严格单调连续函数帆=2 产生的均值

∴ > , 1·, 21=
, , 2 一 , 一 ,

「丛丝牛巡丝
,

�
, ’

“
!

我们把这种均值称为 (
Χ

∋
。

ς 1( , 6Α 9 一

∋Κ 44 卜 ] ,, Α 一
ς。卜

。2均值
Χ

这种均值是齐次的
,

当且仅当

存在实数 “使
.

一
⊥

‘
、ΧΧ声
口

二、, 《Χ , , 1= , , 2 ΕΕ

1
= 户 < 岁挤

ϑ
1� _ 2

即 ∴ > , 《Χ 》2
为 拌次幂平均1〔∗〕

, ς
Χ

�∗ 2
。

为简便起见
,
把它记为 ∴

, 。

定理 ‘ 齐次广义对数均值类真包含齐次 (
。

∋
。

ς 均值类
。

证明 首先
,

由例 � 及定理 ∗ 可知
,

对数均值∋1=
,

妇 二
? 一 岁

−”名 一了”,
是齐次广义对数 均

值
,

但它不是 (
Χ

∋
Χ

ς均值
。

若不然
,

设 ∋ 二 ∴ , ,

即
�

‘
·

,

Β
,

万,

1=, , 2〔及
< =
流二

记 = 翔 二 ΖΧ

? 一 甘 一

Μ舫 一 ΜΝ 万

则得

1上丝生史二、
、 ϑ �

亡一 �

−材Ψ

�

二
了

.

迷全互 #
、 ϑ 之

对一切正实数 Ζ 成立
,

矛盾
。  

⋯
,

沁 ≅ 沁

其次
,

由例
Χ

: 及定理 ∗ 知
≅
一切齐次 (

Χ

∋
Χ

ς 均值 ∴
, , ∋ , , 声

是齐次广又对数今值
Χ

毕
Χ

证



华 侨 大 举 学 报 玲郎年

五
、

可比较性定
Β

理 1续2

Β Ξ−, 、
,

1ΧΚ< 知
,

, ’

众
一 ϑ
痴 > 、、

沂
.

详替
皿

一卿
1 一

合朴卜
Χ

” , 一

合
> ‘簇” ,

‘

一

竿
一 ,

、、 一 ϑ 或 一

扣
‘、

·

‘Ξ ‘
, 、≅

1Β <

支
2

, 一 ϑ > Δ ‘ 一 , 或 ‘Γ ,
,

。
‘

, 一 � > 入、一

号
Χ  

6
门钊刁⊥

⎯
−沪

·

于
⎯

Ε

几人‘

乡

令

1� � 》
,6

−

ΨΨ
口

≅一一‘

了、
Χ

人‘了、

ϑ

Χ卜口

即 “二 / ≅
1久2 和 拼 Ε / [

1久2 的图象分别是如图示的连续曲线 & αβ χ δε 和 & , α ) β δε , , Χ φ

垦然
,

产 Ε / ,
1入2 和 户“ /

≅
1入2 都是单调增加的

,

且 / Β
1入2镇/ ≅

1入2
Χ

定理 0 1 � 2 若 。成/ , 1久2
,

则 ∴ , 毛∋ ≅ , ‘ Β
Χ

1 ϑ 2 若 拼异 / ≅
1入2

,

则 ∴
,

2 ∋ Β , 、,

1 : 2 若 / ≅ 1入2> 拼> Ω ≅ 1入2
,

则 ∴ , 和 ∋ ≅ , Β
不可比较

Χ

证明 因 / ≅ 1久2
,

/ ≅ 1入2及 ∋ ≅ ,

入对任意固定的 1= , 9 2 任∃
< ? ∃

十

关于 入都是连 续 1ΞΣ
,

故不妨只考虑 久子 一 ϑ , 一 − , 一 于
,
。

,
� 的情况

。

因 ∴
,

和 ∋ ≅ , Δ
都是齐次的

,

故比较 ∴
,

和∋ ≅ , Β
等价于比较

1
? 声 十 −

ϑ 2≅
与 入1− 一 = 几< � 2

又天落劝
Π

1�二比
几
下
’ 1∀> = > � 2

Χ

令 无1· 2 Ε

去
,
·

劣工 一 ‘·

1击
· � 一 工几< �

� 一 = 几 2
对 入在 1� ϑ 2所示各分段区间内

,

当 拼 ΕΕ / ≅ 1入2 或 产 ΕΕ / ≅
1入2 时

,

入1久< Κ 2 1= 产 < � 21Κ 一 盆孟< ‘
2 1� 一 ? 离2Ω

‘
1= 2

, γ ‘
1= 2

, γ −,
1= 2

, η 1= 2

当 Α > ≅ > − 时的增减性及符号
,

立得结论
、

证毕
Χ

考虑 Ω 1= 2
,

二 = 卜
产 γ “ 1

=
2

,

五产
1= 2

η 产
1= 2

γ 1 = 2 “

η 护1= 2
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由定理

定理 了

0 立得 4‘, ≅
若 ∋ 1= , 92 为

= 和 9的对数均值
,

则 ∴ , > ∋ > ∴ − Ξ ≅ Χ

1 � 2 当 8 Γ _ 时
.

若 。、 8 / , 1

履
2

,

贝。∴
,

、 ∋ , , 几,

若 。、 8 / ≅ 1
金
2

,

贝。∴
,

李 “、
, 几Χ

1ϑ 2 当 8 > ,
时

.

若 。、8 / ≅ 1

金
2

,

若 Β 2 8 / ≅ 〔

歪
2

,

则 ∴
,

1 ∋
8 , ≅ ,

则 ∴
,

》 ∋ 、, Δ 。

1: 2 令

Ζ ⎯
“ , ·

Η

Ζ [ ‘入, Ε

Η

ϑ
, ,

、 。

丁
& , 人尸 # ,

入−”ϑ ,
入1 _

入−”ϑ
,
入2 _

.

ϑ
、 、

一 。

号入
,

Δ、_
Χ

若 “1 Ζ ≅ 1入2
,

则 ∴
,

簇 ∋ , ,
入, 若 拼2 ) ≅ 1入2

,

则 ∴
,

2 ∋ , ,

,
。。 , , 、

。
,

 

、 。

、 、 一
, , 二 ,

入
、

但 拼、、 ,

久
、

证明 1� 2 因 8 Γ _
,

故 由 “簇 8 / ≅ 1撼2 得笼1 / ,
1笼2

,

对一切 1=
, , 2〔∃ < = ∃ < ,

入
。

由定理 0 得 ∴汀8《∋ ≅ ,

入Ξ 8
Χ

即

「兰丝狱土二犷匕�
∋

’

ϑ 」

, 、

上
Χ

卜 −

〔穿
一

2 七  

入
 

,

‘=
“
’丁

‘ ’

!
一ΧΧ
Χ

∋
Χ

人口七

‘ �

‘
’

− 门 诊

 、= , 盆

!

Χ门8

一Κ−2Ο一债

= 声 < 百ι

ϑ 厂
一

、
〔长等涂碧

犷

户
即 ∴

,

簇∋ 8
,
入

。 ⎯

对 1�2 之后半部分及 1ϑ2 同理可证
。

1: 2 由俘2
,

当 8 Γ , 时
,

∴ , 。‘《‘Ξ , 。簇 ∋ , , Β ,

因为

入
Χ

因 “ ≅

以 2 是值域为 1 一 Ζ,
, < ,, 2 的单调增加函数

,
·

部分同理可证
。

完全证毕
。

由定理 � 立得 Μ∗!
≅

若 拼1 “夕 ,

则 ∴
,

《∴
, ‘。

及 40ϕ

概产”“
一

金
, ΕΕ 一“ ,

,
Χ

故 “

一
‘“

。 ,

曲推论 :, 得 1:2 之前半部 分
。

后 半

≅
·

∋一。 �、∴

等
,
‘一 , > 。 >

合或
5 2 ϑ 2

, ∋ 。 一 − ,

∋
。 , Κ

1 ∴ [ Ξ : 。

� 妻∴
5 < �

 
,

15 > 一 �或于 > 5 > ϑ
。

特别地
,

取 5 Ε � 得 Ρ4 “−56 7 8 9不等式
【5� ≅
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