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非一致线性抛物型方程广义解

的存在性及唯一性

梁 学 信

应用数学系 7

摘 要

8 95 :; 城< 方法是证明各类塑偏微分方程边他 问 笛解存在的垂要方法
,

本义将 8 95 : ; => < 方

法应用于非一致线性抛物型方程
,

构造广义解的近似解
,

证明其弱收敛的极限函数就为广义解
。

此外还证明解的唯
·

性
?

它们是
一

致线性抛物型方程结果的推广
。

89 5: ;
=> < 方法已广泛应用于构造各种类型偏微分方程的边值问题解

、

例如文 【5 ≅
、

【Α 应

用构造一致线性抛物型方程的广义解
,

最近 【Β〕和 【�≅ 又分别成功地应用于退缩 椭园 型 方

程
,
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?
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的广义解
。
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定理
。

Α 设条件 Χ�7 一
Χ ϑ7 成立

, 、

郁么问价  7
、

ΧΑ7 存在唯一的广义解
二 ΧΦ

, Ι7任护Α ΧΔ 7
,

且可用下面式 Χ  Α 7 的夏
Μ ( ΧΦ , Ι7 来逼近

?

证 设 伽
χ

ΧΦ 7Λ 是 护 Χ。 7 中的标准正交系
,

叻
,

Χ劝 〔讹Χ口7
?

作近似解

。“ΧΦ
, Ο 7 一万

。彭Χ‘7协
。
ΧΦ 7

?

Χ Α 7

为确定
9
会ΧΙ 7

,

作

Η
。

Η
,

·
Χ· ,

子
Ν 口沪。飞Φ 7

口Φ Ο
Χ
。, ,

Χ二
,

, 7

嘿
Ν 。

‘
Χ二

, Ο 7 Ο · Ν , , Χ二
, Ο 7
7

⎯ 口 Θ 了

、

Υ
, , 、

口Μ (
? , , 、 、 ;

?

, ?

八  
,

十 梦、气Φ 夕飞“ 、Φ 一 > 7万一 十叭 Φ , > 少Α乙
‘’

十 Ε 、Φ , 不7 刀;口劣 Γ & β

、 以Θ ‘ 5 沪

Χ Β 7

= 二  
, Α ,

⋯
,

(
, 4镇 Ι〔 2

β

因 Η劝
, ΧΦ 7Λ 是正交系

,

所以由上式得
∃,

生
一

艺, χ Ο
Χ, 7。。Ν 。。Χ, 7

习二 5

Χ Β 7

= Γ  
,
Α, ⋯

,

(
,

·

%Χ Ι镇 2
。 ,

根据方程 Χ 7系数可积性条件的假定
,

知 ) 。,

ΧΙ 7
,

凡 ΧΙ 7扮
,

吞簇 Ι提2 可积
?

另一方面
,

因 扒Φ7 〔尸 Χ口7
,

所以存在

, , ΧΦ 7 Γ

习
δ
全

「

“、ΧΦ 7。 、ΧΦ 7Χ∗ ’Χ。 7
,

Χ # 7

冷表示强收敛
?

由
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Μ ( ΧΦ
,
4 7三另

。

晋Η4 7叻
。
ΧΦ 7 Γ 、‘ΧΦ 7

翻

Γ

万
。

尝夕
。ΧΦ 7

招 Γ  

9
全Χ4 7

解方程组的始值问题式 Χ �7
,
Χ � 7

,

出
Μ ( ΧΦ

, Ι7
。

Γ δ

尝
,

无Γ ς ,
Α

,

⋯
,

(
。

Χ � 7

对每个 ( 在 。徽 ΙΧ 2 可唯一确定
‘

你, 7
,

从 而 确 定

以 9
尝Χ

Ι7:

对 Ι 积分得

一 Τ μ ‘

乘式 Χ  Β 7
,

记 ‘( Γ Μ悔φ “‘
Χς‘Ω ϑ 是常数 7

,

然后 对 = 从  到 万 求 和
,

并

Η]Η
。

Η
翔一’‘ ““”

’ Ν 刀
, , ,

( Υ
‘沪 乙犷 口
一万

下几口
& 工咨 、

刀
,

(
, ? 、 几尸 ‘嗯 呀 了 ? 、 傲;

Σ
沪 ,

?

、 ? ‘

‘Ρ气Θ , ; 7 。

一 Ν ν ‘又Θ , > 7留
‘,

Ν 产‘吸工 #  7召
一 “ ’

口 不 Ρ

Ν 留 ·

Χ
一 ΧΘ

, Ο 7

写犷
Ν 、ΧΘ , 。7留竺

Ν 。。Θ
, ‘7。一 ,

7Λ介
Ζ ‘于。

?

注意到
Ο。( ΧΦ

, 4 7 Γ 。( ΧΦ
, 4 7今切ΧΦ 7 Χ∗ Τ Χ口77

,

用证明定理  的方法
,

得 又∃ ,。 ,
ΧΦ

, Ι7 从 而

二( ΧΦ , Ι7及 / 。Ω ϑ
,

存在 ( 。Ω 4 ,

当 ( 7 ( 。
时

朋
Μ 刃

皿
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ΧΔ 7

Χ Ξ 7

⋯
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ΖΦ Ν

丁Ο扎一
Χ万
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影 嘿
ΖΦ ΖΙ

%工 ∃

簇‘兀 Ν :?

其中 κ 同定理 5
, ‘
不依赖于 俨 及 (

。
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因此知 ,‘丫ΧΦ
,

Ι7 在 ∗
‘
ΧΔ 7 中弱收敛

,

设弱收敛于 以 Φ ,
Ι7

,

设为
Μ 万ΧΦ

, ;7

::
Μ ΧΦ

, Ι7 Χ∗ ‘ΧΔ 77
。

一 表示弱收敛
,

并由式 Χ�7 及 Χ ∀7 知

Χ ! 7

、

η9
。
豁一

侧

、会
Χ工Ο Χ。7 ,

?

再同「 」Χ第三章 怪� 7一样
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的
,

及 Μ ΧΦ
, , 7〔护Α ΧΔ 7

。

下面证
, , ΧΟ 一 57 满足方程 Χ#7

在

证明 Μ 万ΧΦ , Ι7

一
Μ ΧΦ

, Ι7Χ∗ Τ

‘ 7 7

ΧΑ ϑ 7

,

且关于 Ι任「%
,
2 」是一致

?

先设
, ΧΦ

,

Ι7 在 口无穷可微
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, ‘7 Γ

习
δ

叉]‘7矽。ΧΦ 7

〔
节Χ4 7 Γ δ
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⋯
, 优
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, ;7今 , ΧΦ , Ι7Χ牙孟
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? , β

以 嵘ΧΙ 7 乘式 Χ Β7
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对 = 从  到 α 求和
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双
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口∃ Η

二
、 , ,

八、
‘

Ι 护“ ,
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,
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集
,
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。
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因此 _‘ΧΦ
, Ο 7口6 “

Υ 口Φ
‘任∗ “ ΧΔ 7

,

再由式 Χ ! 7 便得

「
2

Π
> > < >   

Σ ΙΛ 云气Θ , 石7
万 一卜 , ∃ % ∃ ‘

口6 仍

口石
’‘

厂; ; 刀
, , ”

( Ζ Φ Ζ Ι 二   
Σ

_
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ΧΦ , Ι 7丫万 Μ
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∃ %∃ “ 9 义

于
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Σ ?

Σ
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Η
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〕
。人

一 ‘
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‘

Ζ Φ Ζ ‘

Χ 四
δ ‘Α ΧΦ
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Ι7
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, Ι7

皿 <
, ,

<
, Χα : ∴ Δ7 , ‘

]
β

乙 ε ΧΔ 7 ∗
‘
ΧΔ 7

所 以

: ‘ΧΦ
, Ι7

了入ΧΦ
, Ι7

, , 任∗ Τ ΧΔ 7
,

再由 ΧΑ ϑ 7得

; ; ; 刁
一

( ;; ;

 >α 5 Λ :‘ΧΦ
, Ι7梦“ 丫

一
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, Ι7 6‘
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又
γ
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胆
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∗
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ΧΔ 7
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Ζ ΧΦ
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,
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。Ζ ΧΘ

, , 7·⋯ ΖΦ Ζ‘二

丁Ο丁
。Ζ‘Θ

, ‘,一ΖΦ Ζ ‘
·
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少
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, , 7、下、∃ , 二 。
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Α
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,
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