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正方形截面弯管强制对流换热
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本文研究流体在正方形截面微小弯曲管道中作充分发展流动和恒热流壁条件下的换热 问题
,

导出了求解该问题的基本方程式
,

业求出了低 < = 数下曲管与直管的阻力系数的比值 和 矩形

弯管内外侧壁的 ( 举数
。

前 言

在工程技术中我们经常遇到流体流过弯管的现象
·

但是
,

由于流体在弯管中受离心力的

作用产生二次流
,

使弯管的流动问题变得十分复杂
,

因此
,

,

过去虽有人在这方面作过二些工

作
〔>一火 但还很不够

,

特别在理论研究方面更为欠缺
,

9 ”“?年
,

< =≅ ”
首先在理论上研究了流体在园形弯管中的流动问题

·

‘”? / 年
,

4
’ ,

晚乒
等人

‘# , 研究 了矩形弯管中的换热问题
,

但他们的结果仅适合于较大 < 5
≅Α 数的情况

,

当 < 。
数

较低时
,

它与实验结果有明显的分歧
。

本文在文献阁 的基础上利用渐近展开
,

进一步研究了低 < 。
数下流体在正方形截面 微小

弯曲管道中的流动和换热问题
,

得到了在低 < 。
数下流动阻力和换热规律

,

所获结果与实 验

数据相比是吻合的
。

二
、

流 体 运 动 方 程 式

考虑物性为常数的不可压缩流体作隐定的层流流动
,

假设
Β 9

Χ

流体作充分发展的层流流

动 ,  
Χ

弯管 的曲率半经 ∋ 比断面的几何尺寸 Δ 大得多
。

为便于分析
,

采用图 6所示的曲线坐标系 : Ε ,
浮

, Φ ;
,

它与直角坐标系 : Γ
Β ,

玖
,
Η

,

;

有如下关系
Β

Γ > 二 :∋ Ι Ε ;− 5 ϑ ∃
,

4 . Κ :∋ Ι Ε ;2 >Α夕
,

Η
Β 二 万

因此
,

拉梅系数是
Β

。

本文曾在全国化学工程学会9 ! ∀ 9年论文报告会暨第三届校际学术讨论会上宣读
。

本文 9 ! ∀Λ 年 9 月  ∀ 日收到
。
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, . Κ 9 ,

, Η 二 ∋ Ι Ε ,

,
� “ 9

这样
,

经过运算和整理
,

( 一 2 方程和 连 续 性

方程的一般形式 Μ!9 转变到图 6 曲线坐 标 :Ε’

吞
, Φ ; 的形式是 Β
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其中 左, 。 , 侧 是流体在
) , 夕,

浮方 向的分速
。

现在未简化式 . % /
、

. − /
。

在假设 4 的情况下 。 , 。 和 扮 对 口的各阶导数为零
 

由假设 −
,

9 ≅ ≅ & 所以 “ � 二 > “
,

又、 ≅ “
,

则
炭

≅ ≅
奋

所 以
会

一

� 一

只
、

另外
,

口

口) “

样方程组 . % /
、

. − / 可以写成如下形式
Α

口∋

旅
� 1 1

’∀ . Β一 0 /
%
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∋
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式 . Β /
、

或Δ / 便是我们所需要的不可压缩流体在方形截面微小弯曲管道中作层流流动时的

基木方程式
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三
、

运 动 方 程 组 的 求 解

对于方程组 : � ;
、

: Λ ; 如前所述
, 7 , 。

和 留 仅是 Ε , , 的函数
,

因 此
,

从 : �一
= ; 知

尸 、
,

—
Κ 力 9 气Γ

Ν

但又由式 : �一
≅ ; 和 : �一 Ο ; 知

,

9

∋

再 由式 : Λ ; 知
,

存在函数 Π
,

当

, 夕;口Ι Θ Β :Ε
, 万;

Θ ,

:Ε 9! ; 必须是一个常数
,

故令
Β

口 了 Ν 、 Ρ
Σ

甸 、 Ν , Τ

口Π

口8

: # ;

: �一
≅ ;

。 Κ 一

鬓
时

,

方程式 : Λ ; 自动满足
,

如果从 : �一
≅ ; 和 : �一 Ο ; 中消去压力

那 么墓本方程组 : � ;
、

: Λ ; 可以改写成如下形式
Β

: �一Ο ;

Ν
,

同时考虑到式 : � ;

:
一

李
一

李
一

理九华、
Υ 分一

粤粤一
, 、 ,

ς 口万 & Γ & Γ 口互 , 五 & 万
: ? ;

Ω Ω

夕近
口Φ

口脚
Χ

口Π 口留
一二一 十 Σ ‘ ’

—
一Σ 、二

一
Δ Ε 口Ε 口夕

Ρ Ω
,

Κ

—
十 0 0

“

矽
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式 中
,

0 ‘ 二
口Λ

二二一 了一 十 Η
口劣 ,

Δ Λ

介
Η ∃8 Η

为便于讨论
,

下面将 : ? ;
、

刁Λ

口亨Λ

: ∀ ; 两式化为无因次形式
,

为此
,

令
Β

价二 李
,
牙 二飞竺

‘ ,
Ε ·

粤
,

4 二

耳
梦 召犷Χ “ ≅

: ! ;

脚。 为直管轴向芬速平均邀面 这样得到了无因次形式的塞本方程组护
、

:会命
一

斋务;Υ 、一

。鲁一
Υ

协 : 9 / ;

≅Ξ一盯娜一“
Ω

吐一旦竺
口4 ∃Γ

二 Ψ Ι 0 Η留 : 9 9 ;

边界条件是
Β

、 二 。
,

Ε Κ 6 Β
, 二 。,

鲁
Κ 。,

二二 /

Β Κ 。,

卜
9 Χ

, 二 /’

器
Κ /, Ξ Κ 。

: 9 一
≅ ;

: 9  一Ο ;

式 中

Ζ “ Η ∋ Β手 : 9 � ;

, Ρ Δ Η

七
二 二

一
一

拼留。
: 9 Λ ;
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。、
。 招二Δ

多夸即尸 几口 二

—
沙

现在来求解 : 9 / ;
、

: 9 9 ;和 : 9  ;
,

时
,

方程 : 9 / ;
、

: 9 9 ; 简化为泊松方程 Π

首先我们看到对于直管
,

一

穿
Κ 。因而 、 三。

,

此

口Η[
ϑ

二 一几一 十
Δ Γ

艺

口 平
Β

口4 Η

口Ν
Χ

一

丽石
一

加充
一

而
Σ : 9 # ;

方程 : 9 # ; 在正方形截面满足边界条件 : 9 ; 的解为
∴

[
≅ Κ Λ

Χ

� � � � 乙 刀
2Π” ] 兀Γ 2>九兀4

] Α :] Η Ι 九 ;
协 Κ 卜 ∀ Χ # Χ

⋯
月 Κ 卜 � , #

⋯
对于曲管

, ⊥沪饥 但对于微小弯曲管道
,

⊥ 甚小
,

我们将 功和 留 作如下渐近展开
Β
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≅ ;

功Κ ⊥价
Β Ι 护人

几
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·

: 9? 一Ο ;

将式 : 9 ? ; 代入式 : 9/ ;
、

: 9 9 ; 合并整理
,

业使恒等式中 无的同次幂系数相等
, Β 便得到一

系列决定 评 和 功各级近似的方程式
Β

、
’
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逐个求解这些方程
,

就得到

零级近似
Β

方程 :决∀ ; 在边界条件

一系“今
”似解

,
一

Χ

一 ’
,

二α

9  ;卞的解
,

确丫的零滋近像
饥

二 [
,

矶为式 : 9� ;所定
,

所以零级近似实际上就是直管中的情形

一级近似
Β

:  � ;

将 :  � ;代入 : 9 ! ;得
Β

Υ ‘
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Λ 9寸, 艺 习
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2>Α ] 汀Γ 2 ΠΑ Α 汀4

] 九:]
Η Ι 刀 ;

边界条件是
Β

:辞通
一

;

Γ Κ / ,
Γ 二 9 Β

功
Β Κ / ,

4 二 / ,
4 Κ 9 Β

功
, Κ /

Σ

:  #一
≅ ;

为了在计算机上求解
,

将其化为差分方程
,

其步长 人
二 9 χ 9 /

 一 ∀ ; 可列出差分逼近式
Β

9
, 。 。 Ω ‘ , , Χ , 、 Χ

。 分 」 , Β Χ , Χ 、 ,

奋
,

功:‘
,

>; 二
δ

俞
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:‘”
一 ‘

Π:‘
,

ε, 十Θ:功‘:‘Ι ‘,

ε, Ι 协‘:‘一9。

:  #一Ο ;

则对应矩形域内 点 : >
,

扩二

Α
,Α&一一一卜鲁鲁
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Β :>

,

> Ι 9 ; Ι 功
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,
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Ω
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,

εΙ 9 ; Ι 功
, :Π一 9 , > Ι 9 ;

Ι 功
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∴
:> Ι 9 ,
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,

ε; Ι 协
Β :>一  ,

ε;

Ι 功
Β :>

,

εΙ  ; Ι 娇
Β :艺

,

φ’一  ;; ; :  � ;

根据式 : #; 够
带上的值为

Β ,
‘

一
二

、

于

二功
9 :/

,

户 Κ /, 功
Β :9 5

,

力 二 / ,

夕二 γ,
、

9 Χ
Β

一
, Ω Χ

:  ? 一≅ ;

必
Β
:>

, / ; Κ /
,

功
Β :>

,
9 / ; 二 / ,

玄Κ / 一 9 / :  ?一Ο ;

沪
,

:9
,

ε; Κ 5
,

功
∴
:!

,

>; 二 5
,

了Κ 9 一 ! :  ?一
= ;

功
Β :蓄

, 9 ; Κ / ,

功
, :>

, ! ; “ 5 εΚ 9一 ! :  ?一 Δ ;

本文在 , 尸一∀# 计算机上求解了式 :  � ;
、

:  ? ;
。

由 协的值可以求出二次流无因次速度 &
、

0
,

令
Β

& 二 7
χ , Χ :  ∀一

≅ ;

0 ΚΚ 。
χ 留

。 :  ∀一Ο ;

将式 : � ;
、

: ! ;代入上式得
Β

9 口协
∗ 声 二二

一
δ 一二了δ 一 一食七二

月

大= 口4
:  !二≅ 6;

9 日价
Φ 二

δ

弋
二

Σ 一蔺 ∃ 下 Σ

亢 = Δ 入
:  !一 Ο ;

按 必的一级近似 功
Β

画出来的流线 如 图  所

示
,

它是流体微元轨迹线在曲管横截 面 上 的 投

影
,

从图  可以看出
,

流体的运动是从横截面的

中心部份的内侧壁流向外侧壁
,

然后分成对称的
、

两部份沿着壁面折向内侧
,

此种流动图案种物理
概念是相符的

将 [ 。,

功
Β 代入式 :  / ;

,

可以求得叭
二级近似

Β

有了 万
。,

功
9 ,

不
Β 后

,

由方程 :  9 ;可以求

图  横截面上的流劫

出 人
,

接着由方程 :   ; 求出叭
,

本文都已在 月尸一∀# 机上计算出来
。

至甲吏禹级的近呱 也完全可以用同样的方法求得
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四
、

关 于 阻 力 系 数

由前面的分析知道
,

流体流过弯管时要引起如图  的二次流 ∴ 这个二庆流必然产生附加

的压力损失
,

因此
,

如要在相同的管径卞获得与直管相同的流量
,

就必须维 持 较 大的压力
降

,

友之
, 于

如案在相局的压力降下
,

流过曲管时流葺就小子流过直管的流量
,

这个减少的部
‘

份称为流量损失
Χ

在单位时间内
,

通过曲管每一横截面的流体量是
Β

γ一仃
。

脚
才

‘

: � / ;

化为无因次形式
,

在二级近似的情况下有
Β

令 △γ Κ γ
≅ 一 γ

=

。
·

χ 。一汀
‘, :二

。 Ι ‘平 9 Ι ‘ 

叭 ,

ΔΓΔ4
口

·

χ 。一 ‘Ι Ζ

丁丁
。

万
α

ΔΕ Δ Φ Ι ‘ 

η丁
,

平
Η
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为绝对流量损失
,

则
Β

) 。。一
‘

∃丁
。

平
二

ΔΕ ΔΦ 一 ‘ 

仃
,

二ΔΕ ΔΦ

将 [ Β ,
Ξ

Β 的值代入上式
,

计算表明
,

第一项的积分式相对于第二项小得多
,

忽略第一项 积

分式
,

得到
Β

△γχ γ
, Κ ∀

Χ

/ 9 火 9 /
一 ! ⊥  : � 9 ;

或
△γχ γ

, Κ �  
Χ

/ Λ Ε 9 / 一刀己‘ : �  ;
、 二 Α 。 , , , < 、

十二 。
Ω

Ω
Ω Ω

ι ∗

这里 < 。 二 ∋ = :Δ χ ∋ ;
 

称 < = ≅ Α
数

从式 : � 9 ;
、

: � Β ; 可以求得曲管与直管阻力系数的比值
Χ

因压力损 失 △ , 二 、粤
“

:Τ 加 ,
;χ  故在管长

,

管经以及压力损失都相同的情况下
,

有
Β

入
。

χ 入
, Κ :γ

,

χ口
口

; 

但
γ

≅ Ω

γ
Ψ

△口
6 Σ Σ

二二一
‘

一叼≅
、

Β
Χ

‘

9
’

α
9 一 ∀

。

/ 9 Ε 9 /
一 !⊥  

代入上式得
Β

9

下万石而在成产蔽厂
: � � ;一一

−一≅

、人:几人

入
。

入
0

. % 一 Β −
。

Ε Δ ) % Ε一Φ ? Δ / −
. Β Δ /

五
、

换 热 问 皿

考虑壁温沿着轴向皇线性变化
,

即 Γ。 二Η左沙的情况衬那么能鱼方程亮Ιϑ!
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口3
Χ

,

一
Χ

日3 6 , 口Η3
Χ

日Η3 、
口

丽
十 冷 十 ”

丽
Κ

蚤万、
δ

严井
’

厂可
,
、 : � # ;

3 二 :β 一 扬 ;χ ) Δ : � � ;

为了求解式 : � # ; 令
Β

3 二

代入上式
,

比较恒等式两边
,

使

程
,

然后再令
Β

3孟Ι 兀3 ∴ Ι
β

Ζ “3鑫Ι ⋯

的同次幂系数相等
,
可以得到决定温度

: � ? ;

36 的 各级 近似方

3孟

∋ =

尸
⎯

� ∀一
≅ ;

3 ϕ

∋ 。
Ν

,

� ∀一 Ο ;

一一一一3/几

那么在考虑一级近似的情况下可得
Β

零级近似
Β

口Η 3 5

口Γ Η

口Η 3
Α

十 —
二 几 井

Σ

以.
‘

Κ 矿。

一级近似
Β

凳二朴之翼
β Κ 二

Β 一 。
,
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再考虑壁面与流体之间的换热方程
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因此只要从式 . Β Ν /
、

. Δ Ε / 求出温度
,

再代入式 . Δ Δ / 那么换热问题便得予解决
 

本文在 Ο
, 二 Ε

 

Π− 的情况下计算了零级近似
,

即相当于直管时的情形和 Φ ? 二 −Ε 时
,

分别
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沿曲管的内
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外侧壁面一级近似的平均的换热问题
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结果的脸证

图 � 中的实线是本文在 < 。 二  ∀时 , 的计算结果
,

虚线是文 〔#〕在同样 < 己
数下的实 验

曲线
,

其中点画线是文 〔#〕的理论曲线
Χ

由此可见
,

本文理论值与实验结 果 是吻合 的
Χ
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外
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(
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它相当于直管的情形
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结论

. % / 式 . Β Β /
、

. ΒΔ / 可作为 Φ 。≅ ΥΕ 时低 Φ 。
数下的阻力计算式

 

. −/ 从图 Δ 可以看出
,

矩形弯管的阻力炜园形弯管 的阻力大
,

对矩 形 弯 管 当 Φ 。≅ −Ε

时
,

直管与弯管差别不大
,

而根据文 〔%% 〕对园形弯管
,

在相当于我们这里 的 Ο 口≅ ΣΥ 时
,

直管 与弯管阻力差别不大
,

所以矩形弯管的阻力更为严重
,

这一点对于分析矩形曲管型换热

设备是有实际意义的
。

. Β / 由式 . Δ Σ /
、

. ΔΥ / 知
,

弯管型内侧壁换热比外侧壁差
,

因此
,

为了强化传热
,

必

须先提高内侧壁的换热
,

这一点对于曲管换热设备的强化传热是有指导意义的
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