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对弹性力学的连续性方程的探讨

施 景 勋

9土木工程系 :

摘

木文从弹性力学
”

连植性假定
”

出发
,

论述连植性方程必须由相容方程和位移的单值性方程 组

成
。

业对此两个方程给予较本质的数学和力学的解释
。

弹性力学属数学力学范畴
, “

连续性假定
”
是连续沐力学模型的最基本的 假 定 之 一

。

“
连续性假定

” 是指物体在外因作用之前是连续体
,

在外因作用之后虽发生形变
,

但物体仍

然是连续休
,

各相邻点之间既不发生分离又不相互重叠
; “连续性假定

”
归根结底是指

<
物

体中各点的位移必须用单值的连续函数来描述
;

因此
,

保证所选取的位移函数的连续性和单

值性是满足
“
连续性假定

” 的完整的提法
,

其判定方程可称之为连续性方程
;

在本学科的大多数文献资料中
,

对
“

连续性假定
< ,

似未给予足够明确的数学描述
,

有兰

把相容方程称为弹性力学的连续性方程 = 在推导相容方程时
,

目前广泛地流行直接 由几何方

程导出
,

因而掩盖了相容方程的数学和力学意义
,

以致容易使人误认为相容方程亦是几何方

程, 有些则把相容方程的作用说成
<
由己知应变分量

,

用几何方程求位移分量时能得到唯一

解的参数联系方程
;

本文认为相容方程只是保证位移函数是连续函数的判定方程
,

但它还不能充分地描述物

体的
“连续性假定

” ,

只有加上连续函数的单值性方程才能组成对
“
连续性假定

” 的完整的

数学描述
;

相容方程与单值性方程一起才可称为连续性方程
;

只有当函数完全满足这 两个方

程时
,

才可作所研究 问题的
“可能位移函数

” ;

弹性力学作为连续介质力学的组成部份
,

连

续性方程独立地描述物体的一个重要特性且具有普遍意 义
;

它应与平衡微分方程
,

几何方程

和物理方程一起组 成弹性力学的基本方程
;

为叙述 简便起见
,

本文谨 以平面向题为例
;

一
、

关于位移函数的连续性问题

设
。和 。

是位移的两个分量
,

它们分别独立且都是 > 和 夕的二元函数
,

又设它们都是连

续函数且下列等式存在
<

本文 � !∀ 年 � 月  日收到
。
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若由此两个分量组成的位移亦是连续函数
,

则决定位移方向的转动分量 。
<
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引进几何方程的关系
,

式9助变为
,
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式 95: 和式 9Θ :部称为相容方程
,

两个分
一

量后
,

为了保证位移函数的连

它们
续雀

9 Θ :

函 数
。和 。

作 为 位 移

而导由的
「

一它们都是位

移函数是否为连续函数的判定方程
,

而不是几何方灌 介了按位移求解
,

当 设 定

位移分量
。和 。 是连续函数时

,

其组成的位移师数也一定是连续函数
;

式 9Θ :告诉我 们
,

若

技应力求解
,

事先得到的是应变分量
,

这些应变分量要满足式 9Θ: 的关系才能保证求的 位 移

函数是连续函数
;

现把式 9Θ :与几何方程列在一起
,
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达组方程中的 币容方程虽指明
(
欲求

) 、 ∗
而

。二 、 。二 和 (  , 之间的必需联系
,

但它与初
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等线性方程组的联系方程有本质的区别
<
式 9 ! : 是偏微分方程组

,

即使
。二、 。 , 和 , 二 ,

满足

相容方程
, 左和 。

可积
,

但积分求得的
。和 。

业不唯一
,

这是因为偏微分方程积分的结果将

含有若干积分常数
,

对于不同的约束条件
,

这些常数是不同的
,

此外
,

更重要的原因在于相

容方程只保证位移函数是连续的
,

而并不保证此连续函数具有单值性
;

因此根据 “
连续性假

定
” 的含义

,

不能把相容方程称之为连续性方程
;

二
、

关于位移函数的单值性问题

位移函数的单值性只需讨论它两个分量
�‘和 Ρ 的单值性

。

如图 4 所示
,

已知物体的任意点 叮 附位移分量
Μ , 和 。 , ,

< , 和 Ρ ∋ 时
,

若域 内所有点的位移都是单值的
,

那么
,

沿任何两条曲线 4
=

和 4< 进 行 积分
,

下列
, Ε

等式均成立
<

4

求另一任意点 ∋ 的位移分量

9  :

如果考虑线积分的方向性
,

式 9 :可写成
<

Σ
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式 : ; <= 是位移连续函数具有单值性的判别式
,

式: ;<= 实际上是
“积分与路径无关

” 的问题
。

如图 ; 所示 =
,

只要位移分量用连续函数来描述
,

必有式 : >= 和式 :? =关系存在
6 而式 : >= 和式 : ? =

的存在
,

式 : ; <= 必然成立
,

因此对单连域问题来

说
,

只要位移分量 : 或 由它们决定的应变分量 =

满足相容方程
,

也必然满足位移单值性方程
,

即

满足
“连续性假定

”
条件

,

所以对手单连域 问题

相容方程同连续性方程是等价的
,

然而
,

尽管如

此
,

也不宜把相容方程称为连续性方程
,

否则在

概念上将引起混乱
,

现讨论多连域问题 :见图 # = ,

已知域内任意

点≅ 的位移分量
) , 和 。 , ,

求任意点 Α 的位移

可称之为位移单值性方程
,

我们知道
,

对于围线所包围的单连域 : 例

’

分量
( Α 和 Β Α 时

,

为了能采用
“积分与路径无关

” 的结论
,

将围线 :/
6 和 ∃( = 所包围的多连

域变成单连域
,

即假想地把多连域在任意位置上切开
,

假如在 Α 和 魂点切开
,

对 这 个切开

后的单连域
,

由于式 :> =和式 :? = 成立
,

故
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式 9� �: 显然均不恒等于零
,

因为 4< 所包围的域不是积分域
,

不能用

的结论
,

它是普通的线积分
,

其值将随 9沿孔洞周界:积分的次数而变
。

“

积分与路径无关
”

因此从式 9� � :可知
,

当按应力求解时
,

对于多连域
,

由于有孔洞存在
,

即使应变分量满足相容方程
,

要积分求位

移
,

沿某一条路径 9例如 �� :的积
‘

分总等于 ,’? 合另一路径 9例如 4
=
:的线积分与沿孔洞周界 9例

如 −< :的线积分之和
, ” 因而位移函数的单值性得不到保证

,

这与
“连续性假 定

” 相矛盾
,

这时积分求得的函数尽管是连续函数
,

但不能作为所研究问题的
“可能位移函数

” ,

为了符

合 “
连续性假定

” ,

我们必须对连续函数进一步筛选
,

即强令产生不定值项为零
,
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式 9� Φ: 可 以认为是更普遍性的位移单值性方程
,

当按位移求解时
,

如果选定的位移分量

< 和 。 明确是单值的连续函数
,

它不含有不定值项
,

因而自然满足式 9� Φ: 的条件
,

当按应力

求解
,

应变分量满足相容方程时
,

如果是单连域问题
,

它没有孔洞
,

自然满足式 9� Φ :条件
,

如果是多连域问题
,

只有位 移函数同叮满 足相容方程和单值性方程
, “

连 续性假定
,
才能得

到保证
。

三
、

结 语

本文从
“
连续性假定

”
出发

,

明确地提出连续性方程由相容方程和位移单值 性方 程 组

成
,

’

业对这两个方程给予较本质的数学和力 学的解释
;

连续性方程具有普遍的意义
,

它独二众地描述
一

了连续休力学模型的一个爪要特性—连续
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性
,

在弹性力学中不管按位移求解或按应力求解
,

它都是选择
“
可能位移函数

”
的 一 种 ς4#

据
,

本文中的一些结论
,

虽然过去我们亦在应用
,

但概念不划一和不够明确
,

鉴 于 上 述 情

况
,

我们认为应把连续性方程列为弹性力学的从本方程之一
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