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陈 森 年

Α应用物理系 Β

提 要

一

本文讨讨了周期函数的 / ! = > ?≅ >

展开
,

给出了求 / ! = >? ≅ > 系数的另一类型公式
,

它 将 该 系

数 工月函数的各 阶 导 数 二ΑΧ Β Α! Β Α Χ 二 !
、

?
、

⋯ Β 组 成的级数 〔式 Α� Β’Α& Β’ΑΔ Β’表示出 来
,

类 似于

5 8 9∀!
>

级数那样
Ε

本文公式与熟知的 3 =∀
“ > 一

/ ! = Φ ?“ Γ 公式比较
,

一个借助求导数
,

一个借助求

积分
,

它们各有所长
。

当积分遇到困难时只要函数满足定理条件
,

就可按本公式展开
。

例 如定 义

于 〔

一
〕中的 闭 : Η

了
‘

,

‘中
万Β 等

·

木文求出并证明了文献 〔&〕中尚未见到的级数和
Γ

式 Α�&Β
’ 。

一 引 言

周期函数展为 /。 。> ?≅ > 级数时
,

若将周期函数表为系数待定的 / ! = > ? ≅ > 级 数
,

约 定用

Ι ! ?ϑ ϑ ! Κ 一

− Λ ≅ ∀法求和
,

按 / 8 Φ! =
定理

,

对两边依次求导后以初始条件 Μ‘Χ , Α!Β ΑΝ Ο ! , ? ,

⋯ Β

代入
,

便得到由待定的 /。
时?≅> 系数组成的无限元线性方程组

Ε

对
Γ 元方程组求 解 并 取极

司洲)
一

了有关数值级数的和及规律

‘
Π 洲 、 ,碑‘为 户, 、

二
仁刁 户夕 ) 一 Θ 三 Θ

一声 Θ

一

桂后授送封聂境举募
Γ

限
,

得出以 累级数形式表示的系数公式 借助 , ?≅ Ρ 8 Κ 的 Σ ≅Φ 8 函数 止Α�Ν Β为媒介
,

计算 并

农Φ冬Β
‘’

厂

万百Β
>

Α雀Β
Ε

最后讨论 一
,

带 参数 , 的 二的函数厂
一 “。

人!ϑ
Α∋ϑ

?

ΚΤΒ
以及 ‘·

Α
‘Η

了沂加Β
的 展

开
Ε

前者表明某些类型函数用本公式远为简单
Π
第二个例表明积分遇到 困难的箕些场合

,

可

用术公式成功地展开 Π 最后一例表明某些情况下
,

可借查 5 8 9 ∀!:’ 级数表而写出周期化后 的

函数的 / !
=> ?≅ > 级数

,

二
Ε

累级数形式的 / ! = > ?≅ > 系数公式

定理 设以 �二 为周期的函数 ΜΑΥΒ 可展为一致收敛的 / !
=> ? ≅ > 级数

Π

在不全等于 。的有界的各 阶 导数
,

且 甲幻 ΑςΒ :成 .ΥΑ Ν 二 ! , : ,
⋯Β

,

这里

正数
Ε

那么
,

其 / ! = >? ≅ > 级数

在点 Υ Ο ! 处
,

存

. 系与 Χ 无关的

木文 : ; < Δ 年 :� 月 :� 日收到
Ε
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方程组 Α� Β 中取前 # Η :’个方程
,

每个方程保留 −厂那 以前项 , 而方程组 Α] Β
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中取 # 个

方程
,
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Ε
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以及 Ε 6 3 / Τ Υ −−Γ 数表
〔Ω ς ,

可求得



第礴期 计算 / !
=> ?≅ > 系数的另一种方法
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:
,

� ∋
勿Ε ‘Ε 曰‘Ε ‘Ε Θ Θ Θ Θ χ ‘‘

的 Θ

了闷

。 ( 戈, :
。 : 一

自了厂
χ

一一一一�九口44

可以证明

4 Εη
汀Σ 9

ΑΣ# Η : Β Ζ
Α# Ο ∀ , � ,

⋯ Β

Α� & Β

Α� & Β
’

如所周知

ϑ ι8 护
Ε

——
一 十

旦丛丝交
“汀 Γ 吧二

)甘 一 二

Α
二 : ΒΧ

8 Σ Η Χ Σ Α一
、一

,
∋ :·‘α

Β
其常数项

− 。
ϑ ι 8 汀 一 Δ Ε

Α8 汀Β �

一 : 宁 一

—& Ζ
十

。 · 。

Η
Α8 汀Β Σ #

ΑΣ# Η : Β Ζ

另一方面
,

券
Α≅8

二
,

ε
二 (

Ο 8 Χ 什 Ο !
, [ ,

⋯ Β代入式 Α� Β求得 − 。 ,

两者比较便得式 Α� & Β
‘

证毕
、

其次再考察级数 Α�。Β
Ε

这级数 、
, 、。 ‘》与 Γ , 的 区另::是少了

一

奈ε
八

一

∴: 嵘 “ Α Ψ , 汀 一 ∀
‘?一 ‘万 一 ? , Χ

:

釜⋯ 万
”, 一 , Β

Ε

习

项
,

即

、声
‘

、夕、尹)住一ΛλΩ哆自;目μ自了、了、
Ξ

了‘、

& ;
“ ’ ∀
“

, 一 “ , 一

不 +
&

Γ +⋯ Γ) #
一 , ∃ ∀ # % & , ∗ ,

⋯ ∃

(

习
&

“ 详∋ 刁汾 一 &

‘−⋯ ‘万 一
牛七

这实是一个递推公式
,

Λ万 ∀ 。盆 ∃ 二 Λ 刀一

由此可得
,

铭。于甘
=3、Ν≅%

Λ 万一

≅ ∗

Λ万
一 ∗

一了 二 几

⋯
由

3

≅
‘

∀ 一 − ∃ # 一 &Ψ
&

∀
一 & ∃ Ζ

≅ )万

实际计算时
,

下列关系式或有用处

& 一 Ψ
& ∀ 。了∃ Α Λ , ∀ , 若 ∃ 一 Ψ . ∀ , [ ∃ Α ⋯

当 兀 % Σ
,
∗

,
.

∴

当 ≅ ” &
,

时
’

∀ #
,
≅ % &

, ∗ ,

⋯ ∃

⋯ 时

事实上
,

由式 ∀ 7∃ 知
,

当 4 二 二 & ∀Φ % Σ , & ,
∗

,

一∃ 时
, < , % &

∀ , ∃
,

代入式 ∀ . ∃ 即得 ∀ ∗ 7 ∃ 式
。

,

,

< [ % Τ ∀尤 % Τ
, ∗ , . ∃

。

顾及式

以式 ∀ ∗ . ∃
、

∀ ∗ Ψ ∃ 代入式 ∀ ∗ ∃
、

∀ . ∃
、

∀ � ∃
,

便得展开式 ∀ − ∃ 的 ] Τ砂 ΓΤ 3
系数的最终表达式 ϑ

<Ο% ⊥ΟΑ 哥⊥ΚΑ
9

熟价
注

鑫扁气
了如

“·

纽劣箕体
Α

∀哥
一

‘

去∃⊥�
、

∀蔚
一

舌

∀ ∗ ∃ ,

& 、。
(

、
宁 一二二二∴ (工少 几

十 ⋯ 了

人
,
1

’
夕

Α万⊥

、、、&(&声
、

∋ 璐 ; #
二 ∀二−坦

一
Π 3又

≅
艺

分只
(

、食吧
人、∋ Υ : = ∋ (

∀二 & ∃ =二 ) # 一 ∗ ,

≅ ) _ ∀)# Α & 一 )_∃ ?
∀无% & , ∗ ,

一 ∃ ∀ . ∃ ,
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Α
一

: Β‘
丫 : �

Χ ΞΩ
Ζ Η

Α哥
一

赤Β认
十

Ε

学

Α旦
χ

、 ∋ Ζ

报

万�

Χ � & 2

三;&∋年

: 、。
Ε

、
丫

不尸
“甲

Ε

”
了

(

二
⊥ #

丝拼
‘

�

习艺
一 # Ε 。 、了Ε ς

Α
一
: Β场

Σ # 一 Σδ

Χ Σ , ΑΣ# Η : 一 � :Β ΖΒ
Ω Γ

一 “ 二 : ,
�

,
一 , “,

最后讨论具有系数 Α� Β
‘

Α& Β
‘

ΑΔ Β
’

的式 Α∀Β 的收敛性
。

易证

Ξ
“

� ·

Α并
一

脚ΩΕΗ Α
一

纤
一
落长

「 Η

夯
Ψ

仁
Η

一

黔
Δ 十

哥Ω≅Η
⋯
卜

7

Β
Ω 。 Η ⋯

ε

溉然级数收敛其和必有界
Ε

这里 7 表某个上界
Ε

于是
,

万− Χ γ
!ϑ Ν 二 因有优势级数

心、

, “

不小
而绝对收敛

·

至于
艺 % 二 ϑ ?Κ ΝΥ, 唯一引起担心的是分母为 Χ 的一次方的项

,

这部分等于

小
·

熟
一
纤

一

”Γ

一ΒΑ∃
Α
一 : Β了∋ : Κ Ν二

Χ

担
(

它也在 〔
一

二 , , 〕中收敛
Ε

剩下要证明的是 万 − 二 γ ! ϑ
行 Η

艺 Λ! ?Κ ΝΥ
二 、ΑΥΒ 与待展函数 ΜΑ劝 处处相等

Ε

为此制

、

分∀

作周期函数
Γ
功ΑΥΒ “ ΜΑ ΥΒ 一 ∃Α ΥΒ

,

七含?

对 功Α劝用本文步骤进行 /洲
> ?≅> 展开

,

可从它 / ! 。 > ?≅ >

系数全等 ς 推出 功ΑΥΒ 二 ς
。

全文证毕
。

四
Ε

举 例

例 2 叮 十

六树
二卿粗气

Ε

劣气‘
] ‘ ,

产μ
⊥

以 �二 为周期
,

将 ΜΑ劝 向整个实轴延拓矛 于是它礴是定理要求的所有条件
Ε

肠ε Κ , 、 Ο ΑΣ# Β Ζ 而其他 Ω 二
全等 。,

按式 Α? Β
,

Α�Β
飞

心
’

Α幻
少,

Α才Β
‘ ,

得

士塑坚丝些匹兰Α
Χ

[ 、

兀 � Α万 一 : Β

ΑΣ# 一 : Β

Ε

习Ξ十[ ” % ∀∗ # ∃ +
一

面群价
汀 ∗ ∀# 一 ∗ ∃

≅ ) ∀ )# 一 . ∃ ?

当 ,# 二 &’ ∗ 时
,

即得熟知结果
,

(
’

∀ 一 & ∃ #
一 & 、飞

宁 ”
’

宁 ∴
灭云 万万厂刀

⎯

[ ’一

晋
Α �
万

∀
二 & ∃ ≅ 6 Τ Θ Φ[Ρ

≅
∗

纷
·

箫鑫早争
互

与 一 ∗万
‘二

今
昨

一

咐
了(‘Ν(下山=任

一一

(呀

α

、
·

例 ∗ > ∀[ ∃ % 。

兰
汀

β Τ Θ 功
( , 。

, 由
。 , 户

、
β Τ Θ

、
一

万
Ψ ‘“ χ

一

∃
[ 2 〔

一
汀

,
二 〕
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采取例 : 相同措施后
,

可用本公式
Ε

按 . ≅ ? ΛΚ? [
关于函数积的高阶微商定理

,
七

兰 ≅ ! ϑ 丛

苏
Ο 尸 ‘二 二

Ξ一
‘
一

‘
兰。?Κ

汀

功Β 一 1舟
≅ ! ϑ # 一 ’

功
· ϑ ?Κ 功

ϑ ?Κ Α兰
。? , ,

必

一 γ 兑≅ 。ϑ # 一 ,
功

· ∋ :。
,

功
· ≅ 。 ϑ Α兰

了

ϑ?Κ
功Β Η ≅亮

γ 。 ϑ , 一 &
功

· ϑ?Κ ,
功

· ∋ :。 Α伙 ? ,飞
价Β

汀

、佘」, Ε

Ε Ε
Η ≅舟≅ 。ϑ # 一 ‘

功
·。?Κ ‘

价
· ≅ 。 Γ Α芭 ϑ ?Κ 功Β χ

汀

令
Υ 二 。

,

顾及 。γ ϑ Γ
功“ 1 [ Β , 1甘

≅ ! ϑ
一

Σ δ
功

· ϑ ?Κ Σ了
价后

,

得

、

艺
了 Ο ς

Ω # 二
⎯升
⎯ Υ ‘

ε
Ο 』些吵

Ε

Ε , Ε Θ 娜
2山 昌 + 护‘

Α万 二 ν
Ε

, � ,
一 Β

代入式 Α� Β
‘ ,

Α& Β
’ ,

劣γ ! ϑ
功

ΑΔ Β
’

及 Α: Β
,

得
Γ

≅ 汀
,

α
七 ς ∋ Α一

汀

ϑ ?Κ
功Β “

γ

笃 攫
Δ场 Η ⋯ Β十

, Ε�=

‘

嘴
一

?
(

汀一Ψ
才

‘才(、

Α

‘了(、
、

Α
∀
一

& ∃ ≅ )

≅ ∗ +
6 Τ Θ )诱
汀 ∗

∗吏宇
9

−

兀 ∗
&

. 里 ≅ ) ∃
6 Τ Θ �价
汀 �

汀
‘

一 一 ,
‘

≅ ∗ .

(

万润Α

Κ 、
。 Σ Ψ 7功

(

宁 示刘一
了

一
宁

王、
一

; 兀
∴ Χ

。。·
Φ[ Α

全士黑望鱼于
∋

些当吏 Α

丈竺二 & 、 气 两
=δ ( ‘ 而二

(

; 二 , & :
一 1

∴
∴ 一

一一 一
∋ 石 9 +一

: 合? 入
∗

;

6 Τ Θ .协
汀 .

(

; 二

“
, ,

(

& :
十 Ρ

—
一 个 ∴ 二二二二一

一 宁 二 ϑ ∴ 二一 −

: Ψ ? 入
乙

. ? 人
马

;

β Τ Θ Θ功
汀 Ψ

· ⋯

∃
Λ 、&·‘·

例 .
,

中
·

办
·

∀钉 ,− 二 任
9

ε
一

二, 二 ς

先将函数延拓为以 ∗二 为周期函数
(

既然以 ⊥ 以 Φ 二 Τ , & ,

⋯ ∃代入不 同式子
,

可同时得封

Β4 州Τ∃’ 级数和 φ Τ Υ& Γ6Ρ’ 级数
,

我们便可利用现有的 Β 4 , −Τ 3 级数表直接写出某些函数的

φ Τ , 了Γ6 3 级数
(

例如
‘� ,

丫−Α 仁
一

∃
∗ 一

卜
,昭 一

乞
∋ , % &

∀
一 & ∃
∗ ∗ ∃ ?

,

其斗于契与
。,

, (

⋯
甲,

∋ =
、 1 孟 , “

十
,(孟

一(卜((Ν

刀
( ((且

所以

刀) _ %

⊥ Τ % &, , ∗

∀
一 − ∃ _

Α 里∀ ∗ &一 & ∃ ?

∗ ∗了∀ _? ∃ ∗二 ∗ ,
∀ _% Κ ,

∗
,
⋯ ∃

于是

1 / ∀ ‘Α

寸
Γ Α ∀专∃ ”

(

导
∀ 一 Γ ∃ , ∗ > −

十 ∗
, 一一 二 ϑ 二 一

— 叱一
, 一一 ∋ 二

合已 入
名

七 ∀ ∗汀 ∃
‘

口门∴ &
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一 (

—
一 一 二 二几 一 (
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一了

(

宁
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弓
∀ ∗ ? ∃

艺

) 汀 ∗ 兀 ∗
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气而
一 砂幻

一
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一

∃
Ψ ?
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Χ
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