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关 于 ( ∃ & 方 法 的收 敛 性

曾 文 平

8 数 学 系 9

摘 要

(
。

+ : ; <=; => 3 ? 于 ∀  ≅ 7 年在文 〔= 〕
Α
4
#
提出一个迭代求解线性方程组的 ( ∃ & 方法 8 ( 5 5 5 45 Α :

Β 5 ; ∃ Χ 5 Α Α 5 4: Δ : Β= 3 Ε Φ
5 ΒΓ 3 ; 9

,

他及 Φ
。

Φ
。

Φ
: Α Β =Ε ? 〔Η Ι 和陈培贤〔∀ Ι 相继在各种系数矩阵的条件

下
,

讨论了此方法的收敛性
。

术文考虑系数矩阵为一般矩阵
,

正定对称矩阵以及 Φ
一

矩阵的情况
,

进

一步�寸论其收敛性
,

扩充了他们的结果
。

8一 9 引 官

(
ϑ

+ : ;< =; => 。? 于 �  ≅ 7 年在文 〔� 〕中提出一个迭代求解线性方程组

( Κ Λ 6 84 9

的 ( ∃ 尺 方法 8又称为 Φ
Α , 。 方法9

Μ
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一 Π
8‘一 , Ν Θ 8。一 , “

· Θ 。(
·

Ρ
Κ 8。 9 Θ 。”

8∀ 9

8。铸 Σ , Τ∀乙Λ 4 , ∀ ,
⋯

其 中 ( 二 Ν 一 ( Μ 一 (
。

是 ∋ Δ ∋ 实矩阵
,

Ν 为非奇异对角矩阵
,

( Μ 和 (
。

分别是严格 的 下
、

上 三角矩阵
, 了和 。 是实参数

ϑ

它的迭代矩阵是

Μ
· , 。 Λ 8Ν 一 , · 9一

Π
8卜 。 , Ν Θ 8。一 , “· Θ 。(

·

Ρ
Λ 8‘一) , 一

Π
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其中 ) Λ Ν
一 �( )’

% Λ Ν
一

4(
。 。

(
ϑ

+ :; <=; => 3? 并在文 〔� 〕中
,

对方程组的系数矩阵为不可约对角占优
, )

一

矩 阵 和

相容有序矩阵的情况
,

讨论了此方法的收敛性
ϑ

继而
,

Φ
ϑ

Φ
ϑ

Φ : Α Β= Ε? ΥΗ� 于 �  7 Σ 年 对 严

格对角占优矩阵
,

陈培贤
【∀Ι 于 �  7 Η 年对 + 矩阵

、

正定对称矩阵及 ) 矩阵等情况讨 论 了 此

方法的收敛性
ϑ

本文在此墓础上
,

对一般矩阵
、

正定对称矩阵
、

Φ
一

矩阵以及 +
一

矩 阵 的 情

况
,

进一步讨论了此方法的收敛性
,

扩充了他们的结果
。

木文 �  7 ς 年  月 �� 日收到
。
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8二 9 任 意 矩 阵

考虑方程组

Κ Λ ΩΚ Θ ,

其中设 Ω ΛΛ ) Θ %

这里) 为严格下三角矩阵
,

% 为上三角矩阵
。

其 ( ∃ & 迭代格式为
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由此可证明如下定理
!
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其敛速估计为
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⋯
, Μ 9 分另4#是式 8≅’ 9 的精确解和第 ∴ 次近似解
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证明
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,
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‘
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敛性
ϑ

敛速估计
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才
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缪
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⋯
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推论 � 当 Μ 二 ∃ , 。 Λ � 时为 #: β 6= 迭代
,

其收敛的充分条件为

Ε 4 : Κ

� 共#短 ϑ
名Ρ西
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这是大家所熟知的
,

推论 ∀ 当 , “ � , 。 “ � 时为 χ : δ? ? 一
0 5 =; 54 迭代

,

其收敛的充分条件为
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这就是文 〔� 〕中定理 4 的条件
。

推论 Η 当 Μ Λ 。 时为 0 ∃ & 迭代
,

其收敛的充分条件为

Ο � 一 。
卜

。艺 Π6
‘� ϑ ⊥

4〔 [ Μ

_ �
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艺 Ο西

‘, ‘。

Ρ。一
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·
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8三 9 对 称 正 定 矩 阵

设 ( 对称正定
,

且 ( 二 Ν 一 石 一 ∗ ,

其中 万 为严格下三角矩阵
,

∗ “ / ,

为严格 上 三 角

矩阵
,

Ν 为对角阵
,

则有如下

定理 ∀ 设 ( 对称正定
,

则

9当

�� 9当

8���9当

8=. 9若

3 _ 。簇 Μ _ ∀ 时
,

( ∃ & 方法收敛
[

∀ 簇 Μ _ 。 时
,

( ∃ & 方法发散
[

3 8 Μ _ 。 _ ∀ 时
,

若 之。
, �

9 3 时
,

则

只。
, �

_ ∃ 时
,

则当 1多 Σ 及 。 Θ
∀ 一 口

> =Ε 元。
, 4

( ∃ & 方法收敛 [

_ 犷 _ 。 _ ∀ 时
,

( ∃ & 方法 收敛
,

其

中 只
。 , Μ

为 #:β
3 6= 迭代阵的特征值

。

证明
Μ

对矩阵 月 二 Ν 一 / 一 ∗ 的 ( ∃ & 迭代阵为

)

一
8Ν 一 / 9一

Π
8�一 , Ν Θ 8。一9 刃 Θ 田 ∗

下

设 几Μ , 侧 为 ) Μ , 侧 的任一特征值
,

2 为与之相应的特征向量
,

则

久·
, ΞΟ ,

8刀一五9 Μ 二

Π
8�一, ” Θ 8。一 , “ 十 。尸

Ρ
‘

( Λ Ν 一 石一 ∗ Λ Ν 一 刀一 /
,

Ν 一 Μ 石 Λ

省「8
∀ 一 Μ 9Ν Θ Μ

8( 一 / Θ 尸9�
乙 ) 」

84 一 臼9Ν Θ 8。 一 动 / 十 。∗

Λ

合Π
8∀ 一 9Ν 一 8( Θ / 一 / ·

, 一 8。一 , 8( 一 / Θ / ·
,

Ρ
所以 式 8� Η 9 可化为

入
一4

8∀一 , “ Θ · 8
‘

”一 刀 Θ / ·
,

〕
2

Λ

Π
8∀ 一

帕一
8“ 十 石 一 尸 , 一 8一 998 ‘ 一 “ 十 ‘

·
9

Ρ
2

8�∀ 9

8� Η 9

8� ς 9

由于 ( 对称正定
,

则

歹
,
(夕“ :夕 Σ ,

歹
Α
Ν 刀Λ ; ε Σ

,

歹
,

8/ 一 /勺红二 匆
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用 歹, 乘式 8� ς 9 便得

入犷
, 。 Λ 8∀ 一 Μ 9; Θ [ : 一 Ξ3 : 一 =[ 口

8∀ 一 , 9; Θ 了: 一 =Α 叮

由迭代法的收敛性与迭代矩阵谱半径关系知
,

当

Π「
8∀ 一。、 Θ φ δ

9
一 ∀ 〔。:

Ρ
∀ Θ ,一。∀

Π灯
, 口 Π

‘
二

、 份 「
γ γ γ

γ

一 肥
‘ 一

灯 �

)‘∀
一 了 9# 十 了:

」
十 ‘, η ,

( ∃ & 方法收敛
[ 而当 Ρ入Μ , 〔。 Πε � 则 ( ∃ & 方法发散

。

式 8��9 成立即意味着下式成立
Μ

一 [ 8·。

ι
8∀一9 ; Θ ·:

〕
Θ ς Σ ∀ Σ ∀

_ δ

田。

Π
8。一 , 。一 8∀ 一 朴“Ρ

_ 。

8� ! 9

8� � 9

8� ≅ 9

由此可见

8 =9 当 ∃_ 。钱 ,
·

万∀ 时
,

上式恒成立
,

Ο入
, ,

司 _ � 则 ( ∃ & 方法收敛
。

8= =9 当 。ε 1 9 ∀ 时
,

式 8� ≅9 左边恒正
,

Ρ肠
, 。 Ρε � 则 ( ∃ & 方法发散

。

。毛 , _ 。 _ ∀ 时
,

先考虑 :φ ; 的含意
ϑ

由式 8� !9 知
,

当 1 二 Σ , 。9 二 � 时
,

即

选代矩阵的任一特涟

当36

:,;
一

,上
一一

工: 5

所以

此即

入。
, �

Ξ ; 一 Ξ :

∀ ;

9=Μ<由式 8� ≅ 9 知
,

:

;

当 ∃簇 [ _ 。 _ ∀ 时
,

∀ 一 犷
⎯ , 一一一户
〔% 一 ϕ

Λ � 一 入。
, =

式 8� ≅9 化为

乌
二 � 一 入

。 · ,

;

入。
, �9 � 一 ∀ 一 ∀

〔# 一 1

口 一 ∀

�〕 ?5 4

8� 7 9

由此 可见
Μ

8���9当

8=. 9当

即

或

注意
,

入。
, ,
非负Ο[寸

,

上式恒成立
,

故收敛条件为

∃落 Α _ 。 _ ∀

久
。 , Μ
为负时

,

式 8� 7 9 可 化为

。 一 ∀ _ 8。 一 , 9入。
, Μ Λ 。入。

, [ 一 Α 久。
, [

Μ 久。
, 4

_ 。入。
, , 一 。 Θ ∀

Μ ε 。 书尾二里
γ

久。
, Μ

为 #:β 3 6= 迭代矩阵的所有特汪值
,

1 ε 口 Θ

, ‘Σ , �

所以要上式成立
,

必须

∀ 一 口
Μ Ε =Ε 入。

, Δ

从而得
Μ
若 林,4 _ Σ 时

,

收敛条件为
,

。
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1乡 ∃ 及 口 Θ
∀ 一 ϑ

Ε 4 =Ε 入。
, γ _

� _ 。火 ∀

情况 8= ��9
、

8= . 9 即文 〔∀ 〕中关于正定矩阵情况所得的结论
,

而证明工具却较为初等
。

8四 9 Φ 矩 阵

设 ( 二 8: 动
二 Ν 一 / 一 ∗ 为实

Ε Δ Μ 矩阵
,

且对所有的 =子 <都有
: 、#毛 ∃ 8公钊

,
=

,

= Λ 4
,
∀

,
⋯ Μ 9 8�  9

若 ( 非奇异且 (
一 ’

9 3 则称 ( 为 Φ
一

夕巨阵
ϑ

这是在偏微分方程数值解及奇异摄动数厦解中 应

用得较为广泛的一类矩阵
ϑ

首先任何 Φ
一

矩阵必是 ) 矩阵
ϑ

为此
,

只要证明 ( 的主对角元 断 ε 。
ϑ

事 实
⎯

)
,

若令

(
一 ’二 8。

#
9

,

则因 ((
一 ’ Λ −

,

所以有

乙
: ‘·: “‘“ � 8∀ Σ 9

儿Λ =

8= Λ � , ∀ ,

⋯
, 佗 9

然而由条件 8� 9 及 且
一 ’
乡 。我们有

: “ : “ 一

卜万
: ‘。: 、‘

》 �
8∀ � 9

Ι二
二一 �

壳军 召

因为 山
‘
妻 3 ,

从而对听有的 =均 有余
‘

9 Σϑ

其次我们有如下两个结论
,

即

引理 � 如果 ( 是 ) 矩阵
,

则 ( 是 Φ 矩阵当且仅 当 κ 8Ω 9 _ �
。

其中 Ω 二 Ν
一 � 8/ Θ ∗ 9 即

为 ( 的 #:
β 3 6= 迭代矩阵 8证明见文 〔ς 〕

,

从略 9
ϑ

由此可见
,

( 为 Φ 矩阵的充要条件为 户 8助 二 户 8)
。, �

9 _ �
ϑ

引理 ∀ 如果 ( 是 ) 矩阵
,

则对所有满足 ∃〔 Μ 8 。毛 � 8。特 Σ9 的 汀
, , 。

方法 收 敛
,

当

且仅 当 Φ 。, ,

方法收敛 8证明见 〔� 〕
,

从略 9
。

从而立即可得如下的

定理 Η 如果 ( 是 Φ
一

矩阵
,

则对所有满足 。毛 [ 簇。镇� 8。特 Σ9 的Φ , 。

方法 8 ( ∃ & 方

法9均收敛
。
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对撞锁模 ∋ ;
Μ
2 ( χ 激光器的研究

对撞锁模 8 , οΦ 9 是最近三年才发展起来的一种激光微微秒技术
,

人们己用微微 秒 技

术来研究物理与化学的微观过程
。

我们在大量的 ,ο Φ 实验中发现
,

在不同浓度的五 甲川染料中存在较有规律 的 锁 模 闹

值
ϑ

另外在某些浓度中也存在非锁模闭值及多脉冲激光闹值
ϑ

各种浓度染料的小信号透过率
: 3

可直接用我们找出的经验公式
Μ

1 。Λ 5 一 」‘
4 算 出

, : 。为原液的线吸收 系 数
,

若 ? > μ 五 甲

川加 �Σ > 4二氯乙烷原液
,

典 : 3
为 � ∀Σ 二

一 ’,

Φ 为原液的稀释倍数
,

4为染料盒厚 度
ϑ

计 算

了直与实验值基才汉符合
ϑ

我们在 ,ο Φ 实验中发现该技术的锁模稳定性较好
,

脉宽窄
,

它的脉冲比一般被动锁 模

纤=窄的速度要快 ≅一 7 倍
,

由 上它还具有调整方便等优点
,

所以 ,οΦ 技术对我们今后开 展

的研究工作打下
一

#
’

良好的基础
。
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