
十 八世 纪 的数学 物理

曾 景 春

�物 理 系 �

十八世纪是物理学消化和扩展牛顿力学成果的时期
,

是数学分析建树的年代
,

这两方面

工作互相依赖
,

互相促进
,

为数学物理或理论物理开创了研究的方法
,

为十九世纪理论物理

的发展做了重要的准备
。

十八世纪的前半叶
,

英国学派对于微积分学贡献不大
,

但在欧洲大陆
,

微积分学得到很

大的发展
 

最主要的代表人物有伯努利家族
,

欧勒
,

以及法国的一大批数学家如达兰贝
,

拉

格兰 日
,

拉 普拉斯等人
 

他们以微积分学为工具
,

研究物理问题
 

他们的一项首要任务是推

进牛顿力学
,

把牛顿用几何方法描述的力学改用分析的方法来处理
。

我们知道
,

牛顿写的《自然哲学数学原理》一书
,

尽管他的构思是用微积分的方法
,

但是整

部著作却是用几何的证明来描述的
 

这种表述形式不能明显的反映物体在运动中的瞬变状态
,

而且几何的证明又显得十分繁琐和晦涩
 

时至今天
,

它一直是一 木很难读懂的著作
。

甚至牛

顿同时代的科学家
,

如克拉克也认为读这本书是很费力气的
 

特别是他提出的一 些 基 本 原

理
,

都不是用数学语言表述的
,

这对于力学原理进一步通过数学演绎扩展于新的领域难免要

受到限制
。

微积分的思想内容同代数的表述形式的结合
,

即研究无限小量变化规律的分析学
,

在欧

洲大陆兴起后
,

数学家们开始着手用这种新的数学方法来表述牛顿的力学
 

最先是欧勒 �! ∀ # ∃

—
! ∀% ∃�

,

他于 ! ∀ ∃ &年发表的《力学或运动学分析》一书中
,

把牛顿第二定律用笛卡儿坐标中

作用力分量与坐标二阶微分的形式
∋

() 、令
∗ ( , + ,

一

豁
,

。
二 ,

令
来表达

 

因为牛顿第二定律是力学的核心
,

这个表述使牛顿力学基本原理可以用分析的方法

来处理
、

推广
 

即把物体受力与运动状态的变化归结为解微分方程
 

这 就为后来 拉 格 兰 日

�! ∀ ∃。

—
!% ! ∃� 建立分析力学辅平了道路

 

用分析的方法取代几何的方法
,

其中一个重要任务就是寻找自然哲学 �在当时就是力学 �

的最简洁
、

最基本的原理
,

业且用数学的语言表述这基本的原理
。

达兰 贝在 ! ∀ − ∃ 年
,

发 表

《动力学��� . / “ 01 2 32 4 5 6 7 8 09:
2 �一书

,

提出一个以他的名字命名的原理
∋ “

任何刚 体 系

统内部作用和反作用
,

保持平衡
 ”

这个原理可以使动力学问题的处理 大为简化
 

而对后来

影 响最大的
,

还是莫培督
,

他在 ! ∀ ; # 年发表的《宇宙论》�< = = 70 32 > ?= 8 ?≅ ? Α0 2 �提出最小作

用量原理
∋ “

自然界总是通过简单的方法产生其作用的
 

如果一个物体没有任何阻碍地从一

点到另一点
,

它就得利用最短的途径和最快的速度来引导它
”  

就是说
,

自然界中任何时候
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发生的任何变化
,

总是使变化中所耗费的作用量尽可能的小‘ 梅葬耳认为从这个基本原理出
发

,

可以导出一切力学定律
 莫培督认为自然界的作用最可以甩质点的康称

、

速度和路程三

者的乘积来度量
 

他通过碰撞
,

杠杆平衡
,

光在不同媒质中传播等现象
,

籍这个基本原理导

出与之相 关 的 定律
,

证明这个原理是普遍适用的
 

欧勒在和莫培督的通信中
,

赞同莫培督

的观点
 

、对这个原理作更精确的表述
,

即表达成变分的 形 式
∋

和
∋ + # 它的含

‘

义 是
∋

女口果物体由一
,

点运动到另一
Β

。
,

可以设想有好几条可能的轨道
,

但是其中只有 满足
Χ

, 3 ∗ 为

最小的刀。条是真实的轨道
,

他后来又把 “

Β
Δ 3 了改为 “

Β
, Ε3 1  

在这个变动的基础上
,

拉格兰

日将最小作用量原理表述为 3

≅
川一3 , + ? 或 “

Β
. 3 , · 。

·

这样一来
,

最刁“作用量的原 理 的 物

理意义就比较显明了
 

它就是 “活力
妙 的时积为极值

 

十九世纪以后
,

活力才被认识到
,

它

正是现在所指的动能
。

拉格兰 日从 ! ∀ & ∀ 到 ! ∀ % 了的二十年间
,

完成了他的专著《分析力学》
 

在这部著作中
,

他认

为力学这门科学
,

可 以整个儿建立在最小作用量原理基础上
,

借Φ≅�Β 于变分法演绎出所有力学

定律
,

寸
、

三力学问题表述为微分方程
,
借数学以求方程的解

, 这和牛顿用几何证明的方法大相径

庭
 

他因此自豪地宣称
,

他的这本著作
,

可 以不必引用任何一幅几何图形
 

他最先引进
“
势

” 的概念
,

用以代替牛顿力学中的力
 

如质点在力的作用下运动
,

而力

可以用由某个函数 Δ 导出来
 

则根据最小作用量原理
,

可 以导出拉格兰 日方程
。

3 Γ 口. Η 口Δ

! 「 气矽/ 夕
Ι 矽了

一

二 ?

这个方程相当于牛顿第二定律
。

他还进一步引入广义坐标 9 ∗ , 9 Ε ,
⋯ ⋯

,

代替直角坐标
 

业使 . 戍为 夕
‘, 叮‘的函数

,
Δ 为

妙的函数
。

由此他导出了方程
∋

3 ϑ 口. 、 口. 口Δ
 

砚 气
一

坏
一

,
一 百氨

一
Ι 矽 9 ‘ 二 :

这个 以广义坐标与广义动量为变量的方程
,

显示出更大的优越性
 

它可 以把运动纳入方便的

坐标系
∗ 它将把物体运 动所受的约束大大简化 , 它用.

、

玲之种函数代替 了力
,

为力 学 扩 展

应用于其他领 域准备 了新的概念
。

拉格兰 日还从上述的基本原理出发
,

导出了有关天体运动
,

有关刚体和流体运动的定律
。

力学问题在他手头
,

抹掉 了从天上到地面
,

从固体到液体这些形态上的差异
。

它们的作用与

运动都由一个基本原理连续地演绎导出
 

他再一次推进了物理科学的统一 他的《分析力学》

是十八世纪数学物理最辉煌的典范
·

它原理这么简洁
,

演绎这样连贯
,

方程这样对称
,

把自
然科学优雅

、

清晰
、

和谐的特征
,

呈示给人类
 

他的后继者平
。

哈密顿称颂这本《分析力学》

是一首优美的诗
。

数学物理家们的第二个任务是研究天体力学
 

这其中最杰出的代表人物是拉普拉斯 �!了− Κ

—
! % Λ ∀年 �

。

他自己宣称
,

他研究数学的根本目的是利用数学这个工具去解决物理 问 题
 

他

在二十四 岁时
,

就发表了不少重大的研究成果
,

比如他 曾经用分析的方法解决了欧勒和拉格

兰日竞相努力而未解决的土星
、

木星轨道偏差的问题
。

由于他在天体力学方面的成就
,

被誉
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“法国的牛顿
” ‘

从 ! ∀ ∀ Κ 年到 ! % # ; 年的二十六年间
,

完成了五大卷的《天体力学》
。

通

过分析的方法导出万有引力定律
,

∋ 研究服从这个 自然定律的太附系所有的力学问题
。

包括行

星运动的主要方程 , 土星环的形状与转动 , 太阳
、

月球和各行星之间的摄动作用 ∗ 地球表面

的潮汐现象, 地球运动的岁差现象等
。

他关于行星运动的微扰理论
,

在方法上成为后来物理

学家研究原子过程的借鉴
·

特别是他从数学力学上论证了木阳系的结构
,

指比其中” , %咪的

质量集中在太阳上
,

而行星之间的摄动又是这么微小
,

从而保证了各行星可以按椭园轨道永

久地运动下去
 

整个太阳系
,

按照大自然这样巧妙的安排而稳定如斯
。

在《论宇宙体系》的一

文 中的一个附录里
,

他以力学的观点
, ∗
提出了著名的

“星云假说
” 。

论述了整个太阳系是一

个漫长历史中从星云的旋转和凝聚中演化出来的
 

这个假说的胆略和论证的逻辑力
,

给后代

留下深刻的影响
 

恩格斯评价这个学说
,

是对牛顿时代形成的僵硬自然观一个重大的冲击
 

他研究椭球�地球正是这样的一个系统 �的引力问题
 

这干问题的难点在于它不像园球体

那样
,

可以把全球对空间某点的引力归结为球心对该点的作用
,

他必须克服前人难以克服的

数学困难
。

因此
,

当他完成这个课题时
,

以不可抑制的喜悦宣布了他的发现
∋

一个椭球体在

任何方向的吸引力
,

可以籍微分某个单一函数而获得
 

这个单一函数 Δ 沿某个方向 的 微 分

正是引力沿这个方向的分量
。

对这个函数 Δ
, ! % Λ % 年格林给予定名为

“
势

”  

! ∀ % Λ年
,

拉普拉斯更导出了在天体外部空间里这个势函数满足偏微分方程
口Ε Δ 3

Ε
Δ

孤
「 十硕乡Φ Ι

口
Ε
Δ

口之Λ
++ #

这个方程不仅适用于引力场
 

后来高斯等人在磁的研究中
,

静电研究中和热的研究中也用到

它
。

即成为经典场论的基本方程之一
,

它就是有名的拉普拉斯方程
。

十八世纪的数学物理学家还以浓厚的兴趣考察振动和波动的过程
 

欧勒在二十 岁的时候

就研究声学
,

写了不 少这方面的文章
 

许多数学家如伯努利等人
,

也许 出于雅尚
,

都著力研

究音乐
,

研究乐器发声机理
。

为了研究乐器
,

首先是研究最简单的弦的振动
,

研究气柱的振

动
,

进而研究振动体发声后
,

声波如何在介质中传播
 

这又必然要涉及有关可压缩气体和流

体的力学性质的研究
 

! ∀ − &年
,

达兰贝在《张紧的弦振动时形成的曲线研究》中
,

导出了一维

波动方程
∋

口
Λ万

Μ 。

口Λ万

矽0Φ + “ “

矽牙Φ
 

欧勒在《论声的传播》论文中
,

提出三维波动方程
∋

! 口Ν 口
Ε Ν 3 Ε , 日

Ε Ν

砰 而
Φ 一矽无百 Ι 丙厄一 Ι 百班一

乐器上一条发声的弦
,

它本来是有重量
,

有弹性
,

业以一定方式固结在乐器上的
。

数学

家先把它简化成一条完全柔软的弦
,

它由均匀分布的互相牵连的质点所组成
,

它无端无限
,

不受重力作用
,

不会因形变引起弹力
,

唯一的是质点间存在的拉伸的张力
 

研究在这种力作

用下
,

弦的一小段在一瞬间的起伏到紧接着的下一瞬间起伏的变化
,

从而揭示出弦振动的因

果联系
 

这种联系就表述为形如上述达兰贝的一维波动方程
 

如果研究的是发声体向空间四

方八面传送声音
,

则有欧勒的三维波动方程
 

这些方程反映理想的弦
,

无耗损的声波运动的
∋ “
共性

” 二而实际发声的各种管弦
,

它们既遵循共同的规律
,

又各具自己的特性
 

数学物理

学家又按各种特定条件
,

·

研究这些实际的过程
,

提出不同处理的方法
 

如研究两端固定弦的
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振动�. 7

川必 �, 研究离散质量情况的弦的振动�!
 

价
∋
加心≅子� ,

 

研究弹性弦的振动
,

可变祖细

弦的振动�4
,

Ο ≅28 Π昨1� , 研究连续水平重绳的横振动 �< :≅ 沙卜⋯
,  

他们在理想的弦振 动的
规律上

,

附加上特定的条件
,

求方程的特解
,

揭示各种实际的弦振动的规律
。 、 ,

, ∗
‘一 ,

 

、Μ
·

这些研究指出
,

许多物理过程都可以找到相应的微分方程
。

一个类型的微分方程往往可

以概括不同领域里的物理过程
。

研究与寻找物理问题的微分方程
,

 

探索这些方程在不同条件
、

下得出的解
,

就成为理论物理的中心任务
 

十八世纪
,

数学物理学家借助于微分方程把流体力学从静力学研究推进到流体动力学的

研究
 

欧勒和拉格兰 日把流体看作是由易动的微小粒子组成的力学体系
,

业从力学的基本原

理出发导出了流体的一般动力学方程
。

而在理论上和实用上最有价值的是丹聂 尔
·

伯 努
’

利

�! ∀ # #

—
!∀ % Λ� 于 ! ∀ ∃ % 年在他的 《Θ 5 3 / ? 3 5‘7小亥‘扭》�流体力学� 一书中

,

提出有名的伯努

利方程
,

Ρ 十

李
。 ∋ , Ι 。Α , + 常数

 

它的实质是用能量守恒的原理揭示稳定流动液体在各下位
’

““一
’ ‘ Λ

‘

一
‘一 : 一

’
“

Σ
’

一
/ ’ ‘ “、 ‘

’ 、 ‘

一
‘ ’

“
‘“

一
‘ ’

一
‘ ’
‘ 一 ‘ ’

一
‘

甲
‘ ’

Σ
‘

Σ
“ ’“ ’‘ ” 一 ”

’

一 Σ ”一
、  

Τ ·

置上流量
、

流速与压力的关系
。

欧勒和拉格兰 日虽然都把流体看成易动质点组成的力学体系
,

但两人采用不同的方法
 ‘

拉格兰 日的方法是跟踪运动流体各质点在各瞬间在空间各点的物理量的变化 ∗ 欧勒则不 去跟

踪各个质点
,

而是着眼于整个流体空间
,

赋于各点不 同的物理量
。

这两种描述法是等价的
 

但欧勒的方法在一些问题上数学处蓬比较简便
 

十八世纪流体力学的成就
,

它导出的一些数

学方程
,

不仅是流体力学继续发展的基础
,

而且为十九世纪人们处理 电学
、

磁学
、

热学问题
,

提供了基础理论和基本方法
 

由此时发现的波动方程
,

流体力学方程
,

加上十九世纪
、

二十世纪发现的诸如 扩 散 方

程
,

热传导方程
,

 

麦克斯韦方程
,

薛定谬的诚动方检等
 

通称为数学物理方程
 

理论的物理

李同数学的这种紧密的结合
,

以致在十九世纪
,

人们把理论物理等同于偏微夯方程的研究
 

十八世纪数学物理的成就
,

体现业发挥了科学家自古以来所谓的
“
毕达哥拉斯主义

” 的

倾向
 

毕达哥拉斯主义者深信
,

要洞察宇宙结构的奥秘
,

必须通过数学
 

数学的和谐
,

正是

宇宙结构的反映
 

伽里略在《试验者》Σ 文中说Φ 宇宙这本巨书是用数学的语言写成的
 

它的

文字是三角形
、

园以及其他几何图肤 没有边些图形扩人们 甚至根本不可能理解这部书的一

个词
 

开普勒也说过
∋ “

对外部世界进行拼究的主要目的在于发现上帝赋予它的合理次序与

和谐
 

而这些是上帝以数学语言透露给我们的
”  

牛顿在他的《自然哲学数学原理》一书中
,

则把这种倾向表达成物理学的根本方法
。

他说
, “

我在这本书里
,

培育数学直至它联系到哲

学〔科学〕时为止 ⋯⋯所 以我献出这本书作为哲学的数学原理
”  

他认为用数学研究哲学的墓

本方法就是
“
从现象中寻找出力的数量和性质

,

并且把我们在简单情形下发现的东西作为原

理
,

通过数学方法
,

估计这些原理在较复杂情形下的效果
” 。

如果说
,

十八世纪之前
,

伽里

略
,

开普勒
,

牛顿窥探
“上帝创世

” 的语言
,

还仅仅是几何的图形及其证明
,

那么
,

十八世

纪的数学物理学家
,

由于使用分析的语言
,

因而把牛顿规定的研究方法
,

发挥得淋漓尽致
,

业取得卓著的成效
 

以致于拉 普拉斯可 以豪迈地宣称
,

如果在创造世界的时候
,

世界的状态

便被一个有无限精力而又无限勤勉的数学家
,

把它最微小的细节全部都记录下来
,

这位数学

家便能推断出整个世界的未来历史
。

十八世纪数学物理学家承续的是牛顿力学的研究纲领
。

他们也像开普勒
,

牛顿那样
,

以
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一种虔诚的宗教感情寻找蕴含于大自然之中的普通原理
‘

以便由其演绎出各方面的定律
‘
经

由达兰贝
、

莫佩督
、

拉格兰日等人努力而创立的最小作用量原理
,

使当时诸力学过程的规律

在这普遍原理之下统一起来
。

特别是经过十九世纪英国的Υ
‘

哈密顿的发展
, 阐明了作用量

的本质
,

建立了概括性更高的哈密顿原理
,
业被应用子一系列非力学的过程

。

在二十世纪更

成为从经典力学向量子力学过渡的桥梁
‘

它被普朗克称颂为自然规律中最概括的一个原理
 

从此寻找支配自然界的普遍原理和绝对规律
,

以便由此演绎出整个自然界的图象
,

就成

为理论物理学家们高尚的探索动力

十八世纪数学物理遵循的是牛顿力学的纲领
 

它根植于牛顿力学的土壤
,

但它的成果却为

改变以质点间超距作用为基本假设的牛顿力学
,

为十九世纪场的理论的建立
,
不自觉地作着

准备
 

拉普拉斯引进势的 溉念
,

把引力归结为空间位势的变化 , 欧勒把物理量赋予流体空间

的各个点
∗
科希把固体看成连续介质

,
它的力学量按空间连续分布的函数来处理

 

这些研究

方式
,

开始时都是出于数学处理的方便
,

但结果却以数学自身的逻辑力量
,

以空间连续分布

的场和场的作用
,

取代以分离的质点和超距的力为基础的牛顿力学
 

为十九
一

世纪理论物理的

新分支
∋
场论的诞生

,

做了概念上和方法上的准备
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