
第 一 期 华 侨 大 学 学 报 1 7

=

(
‘”

才
”

)
.

当 b 二 O
,

令

·

无(, ,

讨 二

名
-

亩= 0

夏祥护(戈沙了今介户
”

)
一

(物尸卜奢
则由定理 5 得

).无(:
, 。 ) = 一

乙
j
= 0

山一 1

乙 h(j
,

‘一 1

‘)

介
(兀“

.

了) + 。 一 1 一 i
龙 一 声一 1

因当
作 = 。时

,

对一切 ‘ h(, ,

v) = 。;

式
,

再令 无= 2 ,

推广形式
。

” = 1 , 即得 B r e u s 。h

从而
,

对一切
, , ‘。 ,

h(:
, 。 ) 二 o ,

此即 R o h a tg i公

公式
。

也就是说
:
定理 5 可视为上述二公式 ( 递推 )

本文的部分内容 首与电脑 系周 国华老师讨论过
,

得不少教益
,

谨此致谢
。

参 考 文 献

〔1〕B r e u s e h
,

R
。

A d v a n e e d P r o b le m s a n d S o lu t i o n s ,

A m e r 。

M a th
.

M o n thly ,

7 1 ( 1 9 6 4 ) , 2 1 7
-

〔2〕R o h a t g i
,

V
。

K
。

S o m e C o m b in a t o r ia l Id e n t it ie s In 丫 o lv in g L a t t ie e Pa th s ,

M
a th

.

M o n thly
,

7 3 ( 19 6 6 )
,

5 0 7

—
5 0 8

。

〔3〕T a k a e s , L
。

A G e n e r a li z a t i o n o f t h e B a llo t P r o b le m s a n d it s A PP lie a ti o n

T h e o r y o f G u e u e s .

J
。

A m e r 。

S t a t
。

A s s n 。
5 7 ( 1 9 6 2 )

,
3 2 7

—
3 3 7

-

A m e r.

in th e

.



第 补孙L期 华 侨 大 学 学
.

报

换关系为

U = 犷 + U
产 。

假设 (一 ) 给出
,

当 U
‘

和 U 是高速 时
,

上式可一般地表为

U = A ( V
,

U
产
)V + B ( V

,
U

产

) U
产

式中待求函数 A 和 B 不能包含时间和空间的变量
,

否则当低速时 (2) 式不能化回(1) 式
.

V + U
尹
笋 O

总可以令

肠

‘泞氛

( 1 )

( 2 )

若

D ( V
,

U
产

) =
A (V

,
U

,
)V + B (V

, U ,
)U

,

V 十 U
/ 3

:

)

使 ( 2 ) 式简化为

u = D ( V
,

U
,

) ( V + U
,

)
、

( 4 )

因为光速是最大速度且只考虑单方向的沿 x 轴正方 向的运动
,

则知待求函数 D 是定义在区间

[ 0
, c〕内

。

假定 (二 ) 给出函数 D 在闭区间 印
,

司 内是连续且单调的函数
.

因为对一定的惯性系
,

即取 V 为某恒值时
,

任何一个 U
,

的值只能对应一个确定的 U 值
,

当 U
,

连续变化时
,

U 亦

随之连续变化
,

即 U 是 U, 的连续单调函数
。

同理
,

当 U
‘

取某恒值时
,

U 也是 V 的连续单

调函数
。

假定 (三 ) 给出函数 D 在区间 〔。
,

门 一端上的形式
.

即 把 当 V = ‘
时

,

有 U =
‘

。 以及

当 U
产 = 。 时

,

有 U = : ,

分别代入 ( 4 ) 式得

、矛、.产
.

资、

56认了
1

.
J人

了、了吸、
,

r、

。
, 二 , , 、

l

刀 L C 一 L,
‘

少 =

—
而下

- - -

一 砚2

1 十

—
~

, , , 、

1
刀 气 y 一 ‘ 少 = 一

一一一一不于一一.
_

犷

1 十

—C

由此可知
,

在区间 [0
,

司 内
,

为不失一般性
,

D (V
,

U
产
) 二

可设函数 D 形式为

E
;

( V
,

U
,

)
U /

1 十

—C

F : ( V
,
U

,

)

D (V
,

U
,

) =
E

:

( V
, U ,

)

其中

V ,
, , ,

刃二甲
1 十

—
厂

:
气 犷一 U

‘

J
‘

( 8 )

_

矛忍

E
: = ( e ,

U
‘

) = i ,

E
Z
= ( V

, c ) = l ,

F
:

( c ,
U , ) = 1 ,

F
:

( V
, c ,

) = 1
。

若

G : ( V
, u ‘ ) 笋 一二异

-

口
,

、

全上

办飞乍

黔生娜

;
.

!

马叹

G
:

( V , U
,

) 笋 一 鱼
V 滩



推导洛仑兹变换的一种方法 1 9 8 4年

总可以令

U
,

1 +

—
F

:

( V
,
U

,

)
E

:

( V
,

U
,

) =

U
, 。

1 +

—
行 1 L y , U

’

,

V _

1 +

—
厂

E
Z

( V
,

U
,

) 二 里
V

:

( V
,
U

,

2

) V
,

U
,

使 ( 7 ) 和 ( 8 ) 式简化为

D ( V
,

U
,

) 二
1 十

一

竺 ‘
;

( 犷
,
“

,

) ( 1 1 )

D ( V
,

U
,

) =

U
,

)
( 1 2 )一V一G�V一c一+

比较上二式得

卫U,一一
)一)U,一U,v

一
v(一(G

,

C

因而有

G
,

( V
, U , ) = kV

G
Z

( V , U 产 ) = kU
产

把 ( 1 3 ) 和 ( 1 1 ) 式代入 ( 4 ) 式得

( 1 3 )

( 1 4 )

U 二
V + U

尸

再根据假设 ( 三 )
,

当 V = 。和 U
‘ 二 ‘时

,

1 + y互兰 k
C

仍有 U 二
: ,

k 一 毛
-

故得

( 1 5 )

因而
,

满足以上所述三个假设的速度变换的函数方程的解是

D ( V , U , )
V U
z

。

‘2

因而有
V + U
/

U 二 一
, ~

i 于, 于石
~ we

F 以
1 十

—
乞
~

一
C

( 1 6 )

以上推导过程曾要求排除 y + U
,
铸 。和 ‘
1
铸 一小一 仇 特 一卡

一 后者把 ‘15 ) 式分别代

大
,

( 13 ) 式和 ( 14 ) 式而自动 排 除
.

前 者 由
‘

( 拓 ) 式知
,

当 v + U, 今。时
,

有 u 分。 ,

于叮
,

U, ) 亦有极限存在
,

即补上 V “ 一 U, 达 丁数 值 后
,
D ( V, U

‘

) 在 这 点 亦 是 连

续
。



第 立拼 亨期 华 桥
, ,

大 学
一

学
·

报 班
’

月
·

沁 三
、

y 轴分量的速度变换兮式 一
_

如果 U
产

方向不与动系 O’ 的 x’ 轴正向平行,
、

则句

先求 U
‘

在 犷 轴方向情形
. 、 .

设 U
‘ , ,

和 U 分别表示质点对动系 O, 沿其犷 轴 方

向的速度和质点对静系 。 的速摩
.

则当 U,
, ,

和 V 是低

速时
,

U
‘ , .

至 U 的变换关系为
’

U 二 了V
Z 十 U

,
一

丫 2 。

图
一

2

( 1 7 )
,

假设 ( 一 ) 给出
,

当 U
/ , ,

和 V 高速时
,

上式可一般地表为

U = 衬 I ( V
,

式 申当 V ” O 和 U
/ , ,

” O 时
,

I ( V,

U
,

U
/

, ·

) V
Z + I ( V

,
U

, , ‘
.

) U
产

‘

, , 含

) 和了 ( V
,

U
产

, ) 都趋于 1
。

如令

I ( F
,

U
‘ , ,

) V
Z + I ( V

,
U

, ,
,

) U
‘ , ’ = V

, + K ( V
,

U
, , ·

) U
, , ·2

使 上式简化为
U = 矿 u

,

平兀 ( F
, 」

U
‘ , ,

) U
‘

公
, ’

(
,

1 5 )

式中当 v = 。时
.

卜 了
L ‘

-

一声

K ( o
,

U ‘ , 二 ) 于1
.

( 1 9 )

假定 (二 ) 给出
,

待求函数 K 在闭区间 〔o
,

门 内是连续且单调
. 一 、

_

假定 (三 ) 给出函数 K 在区间 印
,

司 一端上的形式
. 、

即 把 当 U,
, ,

= 。
时

,

有 U = c 以

)I认能20
‘

21
、

只((K

数函

原当丫
= “
时

,

有 U = “ ,

分别代入 ( 18 ) 式得
’

浮

K ( V
, e ) == 1 一

V .

‘ 2

K ( c ,
U

, , ,

) 二 0

式中函数下 不具有量纲
·

由此可知
,

在
一

区间 〔。
,

乙 内
,

为了能沛足 (‘”) 式
,

是下列形式的级数

K ( V
,
U

, , ,

) = 1 认

. = 一 .
一

1 .
, = O

云
。

V ‘U
尸 ‘

, .
, 、.

口‘,

几司~ 一 )

二 了二 尸 二
“ 1 一 山气山

一丁不山
“。

·

卜甲
’

卜 . ‘ , 一 。
.

U
, , ,

I

)
’

(兹

上式要满足 ( 2 0 ) 式
,

即当 U
户 , ,

= ‘时
,

有
一

犷2

1 一下户-

’

竺
l
二 Vl 二 \.

= l 一 乙火共花
i二共

“
刁

. 自 脚 . 扣 t = O ,

二

牛下琳东
“
O 示丈 ‘

中大

比较两边得
摊户 l

_

,

f带 2 :

. . , 卜

E
a , ‘二

才= 0

、

伙
‘

公
’

LK劝
、

讨漱绳变灼U 娜
, 、、 ”

U :
犷生

( 2 3 )

又
,

飞
J

·

*

丫
几 ,

一竹

苹诵卜
·、 ”

诬 嚷 .
去哟 ( 勺仁、洲六为

,

二
_ _

呈户



推导洛仑兹变换的一种方法 19 时年

代回 ( 2 2 ) 式得

二 。、 u , , ·

卜 卜导象一今
’

( 2 4 )

上式又要满足 ( 21
:

)式
, 即当 V 二 c

时
,

有

o 二 , 一

云
。 : ,

理丝
二丁二 C

‘

J 二 ;
即

或

U
,

. ,

叹刹一 口 : o 少 一 口 : l -

一
U

/ 2

-
一 a 2 2

一 一一
一

1
, ‘

⋯ ⋯ 二 O ( 2 5 )

对任意 U,
, ,

的值
,

一 4 2 3 一
U

, 3

c 3

上式都恒等于零
,

a : o == 1
,

因而有

a : z 二 a : :
二

· , ·

⋯ = 0

) 为

( 2 6 )

代回 ( 2 4 ) 式
,

解出函数 尤 ( V
,

U
‘ , ·

K ( V
,

u
‘

V
2

( 2 7 )

再代回 ( 1 8 ) 式得

U =

了
V

’ +

(卜于)
U

, , ,

( 2 8 )

对静系 O 讲
,

质点运动速度 U 分解为两个方向
,

即

u =
犷 u

二 ’ + U
, 2

与 ( 2 8 ) 式比较得

U
二
二 V

1
.

V Z

口 , = V
王一 飞「 LJ

‘

犷 ( 2 9 )

因 V = O 时
, . U

, 二 U
产 , , ,

所以根号前应取正号
.

上式就是当 U,
二

= 0 时
,

U,
,

与 U ,
的变换

关系式
。

当 U 尸二 ,

笋 。时
,

可引进辅助惯性系 O
夕 ,

其坐标轴方

向仍与 O 系和 O
‘

系平行
,

并使 0 “

系以速度 U
‘ , ,

沿 O
‘

系的 x, 轴方向运 动
。

再 设 质点对 O
即

系只有沿 犷 轴运

动
,

用 U
“ , 一

表示这个速度
。

则 U
“ , ., 至 U

,

的变换关系

服从 ( 2 9 ) 式

u 二
_

八
_

里
一 : ,

.

一一

口口 口口

77777
曰 ggg

( 3 0 )
图 3

( 3 1 )

有有式式式中
:
表示 O

分

系相对 0 系的 x 轴方向的运功速度
.

V +
·

U
, ,

u = 万了- 刃尹二
1十 龙

f 二

依 ( 1 6 )

至于 U
, , . ,

( 艺2 )

也可以变换成质点对 0
‘

系的 万轴速度
,

依 ( 2 9 )

U
, , ,

==

了
l - U

, , , 2

c Z
‘ U

, , , ·

( 3 2 )

将上二式代回 ( 30 )式
,
消去

: 和 U 扩 , · ,

后得



第 一 期 侨 大 学 学

/
‘

V Z

‘ 1 1 一
一 石 一

U
, ,

U
, 二

V U
产 ,

1 十
-

一
七二

C “

( 3 3

同理可得

U
二
二 ( 3 4

U,
一?一
护一一一1/丫

上二式便是当 U
产 二 .

笋。时
,

由动系 。
z

至静系

V U
/ 、 ,

c 2

O 的 夕轴和 之
轴方向的速度变换关系

。

四
、

洛 仑 兹 变 换

由 ( 1 6 ) 式得

d x V d t, + d x ,

d t 一 , ,

V“ ·

d t, + 一

气
一

dx
‘

C ‘

式中我们使用 u
:
=

一

幸
,

u’
、 ,

二
一

叫
一 ,

并不是预失假定 : , : , ,

而是不失一般性地让川
沪 M ’

~
“ J

入
‘’刁 一 ’

dt
’ 一 ” dt

z ’ “ ’
“

’

与
‘了“ 夕 ‘ ’

认~
’ ‘

”
“ ’J ’

、
‘ ’ / 、 ‘

卜一
目 一洲

结果自然得出
.

为满足上式微分方程
,

唯有

dx
= M ( V dt

产 + d x, )

V
d t = 卫 ( 以t

‘
+

一

万f d x ’

( 3 5

由此解得

dx
产

d x 一 V d t

、 ‘

了
‘

V
Z 、

邢吸1 一 一
,

一、 C 一 ,

( 3 6 〕

d t厂

V
d t 一 一二, ~

d x
C 一

现在把 O’ 看是静系
,
O 看是动系

,

因而有 0 相对于 O, 以速度
一V 运动

.

按相对性原理
,

在 ( 1 6 ) 式中用
一
V 替换 V

,

用 U 替换 U,
,

用 U, 替换 U
,

便得 O 至 O’ 的速度变换关系

U , 二

或

d x , d x 一 V d t

d忿
, , .

V
“t 一飞f

一

“ x

同样有

dx
/ = M ( dx 一 V dt )



2 4

与 ( 3 6 )式
·

比较得
, .

推导洛仑兹变换的一种方法
、 1 分8 4 」弃

J . , _ , , , , .

V
u ‘

J

一 ‘以 、“ ‘一

乎
一 “x 少

V 2

c 2

代入 ( 3 5 ) 式后积分
,

并利用初始条件
:

当 t 二 o 时
,

t, 二 O, x 二 0 ,

x’ 二 0
.

于是得
x , + V 艺

尸

/ ) 一V ‘
-

、/ 1 一一
,
一

, C ~

( 3 7 )V一产亩, +

丫
V

2

1 一
J

‘

同样地由 ( 3 3 ) 式得

V
口t

’

+ 一一二-
.

口劣
’

‘ ~

故亦有 N

了
V 2

1 一一
~

歹一

C -

d 夕
/

( 3 8 )

g一t一一d一d介

V
“

乍 八 气“ t’ 十 一
价一

“x’ , ( 3 9 )

( 3 9 ) 式与 ( 3 5 ) 后式此较
,

可知

N = M 二

/ ⋯一犷
2 -

习 1 一 一
一,

, C 一

代入 ( 3 8 ) 式得 向
= d犷
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( 37 ) 式和 ( 4 0 ) 式便是著 名的洛仑兹变换公式
.
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