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’

本文将利用格点路径的计数方法及生成函数法
,

推导一些组合恒等式
.

这些恒等式推广

了 B r e u s c h [
’1,

R o h , tg i〔
’1的结果

.

文中的字母
,

如无另加声明
,

均表示自然数
。

平面上以整数为坐标的点称为格点
,

以格点 ( a ,
b ) 为始点

,

以 ( c ,
d ) 为终点 ( a镇 c,

b《 d )的格点路径 〔以后 简称为 ( a ,
b. )
一 (c

,
d ) 路径 〕指的是格点列

:

( a ,
b ) = ( x 。 , 夕。 )

,

( x ‘ , 夕‘

)
,

⋯
,

( x
。 , 夕

:

) = ( c ,
d )

,

满足条件
:

( i ) V f ( i = 1 , 2 ,
’

⋯ ⋯
, 龙 )

, x ‘: : 镇戈、, 夕、一 ,

‘y‘,

( 11 ) V i ( i = 1 , 2 ,
⋯⋯

, n )
, x ‘+ 夕‘= x 卜 , + 兮一 , + 1

不难证明

引理 1

等
,

都等于(
弓!理 2

〔反口除 ( 0
,

( a ,
b )

( c 一 a )
一

( 。,
d ) 路径数与 ( a + s ,

西+ t ) 一今 ( c + s ,
d + t ) 路 径数相

+ ( d 一 b )
C 一 a

( T a k a 。 S [“1 ) 若 二) 无:
,
k ) 1 ,

则 ( 0

0 ) 外与 x = k夕不交〕的路径数为

0 )
.

一
~

) ( ,
, n ) 之在直线 x 二 k y下

定理 当 二> n + 1 时

.

望二丝
-

(沉
+ ”

、
挑 十 忿 \ 刀 / -

慈(
2‘
广
1

)(
m + n 一 2 艺一 2 下毛几 一 (m

+ ”

、
.

川 一 2 一 1 、 n /

1

m 一 n 一 1

证 考虑 ( 0
,

+ 1
,
玄) ( f二 0 -

0 ) 一 - 卜

1 ,

( m , : ) 路径
.

这种路径必与
x 二 万 + 1 相交

.

n ) 的路径数
,

由引理 1 和引理 2 ,

等于

最后一个交点是

( 优 一 i一 1 )

( m 一 i一 1 )

一 ( ” 一 艺)
+ ( n 一 i )

m 一 i一 1 + ” 一 泣
、
、,.产,1

十:
.口‘

勺白了..、
、

另下方面
,

由引理 1 ,

( o , o )

一
( ,

, ” )路径数是

定理 2 当 m > : 时
,

(
m

方
”

)

)
,

故得证
,
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惑亩(1t)(
’ ‘

黔
一 ‘

曰
’

:
”

).

证 ( 0
,

( m 一 n 一 1 + j
s

0 ) - 李 ( m , 二 ) 之路径必与 x 二 夕 + ( m 一 : 一 1 ) 相交
-

) _州
= 0, 击

.

(~
‘

亏
‘十 2‘)

. ‘ . ’

二 ,
儿 ) 的路径数

,

由引理乒和引现 2
,

最后一个 交 点 为

等于

).九“

.

了鱼兰 1 二班
( n + 1 一 j

) 二 ‘巡三业了扒
1 一

玲卜 j

) + ( ” 一 7 ) 、 n 一 ]

令
, 一 声二 i

,

则

m + n 一 1 一 2

n 一 艺 ) 示给f (竹
‘

)
夕

了.、

一一
上J
J

·

贵示(狱
’ 土

忿
一 2‘

)
·

故得证
。

在定理 2 中
,

取 m = : + l, 得

推论 ( B r e u s e h〔
‘1 )

慈贵(:.z’) 作 :
‘

)
一

(
2 ”

n+
‘

)
.

考虑更一般的直线 君 : x “ k( 百一 乙)
,

( 0
,

〕( 艺= b
,

0 ) - ~ 洲卜

交且最后一个交点是 〔k ( i一 b )

等于

, ‘二

(
“ ‘一西’

+ ‘

)
·

⋯
’ . ’

,

( m , 刀 ) 〔二 > k ( n 一 b ) 〕与 L 相

之路径数 g 、,

由引理 1 和引理 2
,

;l)

m 一 k (i一 b) 一 k (九一 i)

优 一 k (i一 b ) + n 一 i (
m 一 k (f一 b) + n 一 i

n 一 2 )
、力m 一 k n + kb

m +
、

kb + n 一 (k + 1 )i (
‘无+

’

‘

:
‘一 ‘西

)(
m + k西+ n 一 (k + 1 )f

n 一 2

取 b

取 m

= O
,

则得

定理 a 当 m > kn
,

m 一 无n

m + n 一 (k + 1 )i (
(无
几
‘’‘

)(
m + n 一 (k + 1 )艺

n 一 名 )
=

(
”

育
”

)
.

·

Ei-0

=
kn + u ,

则得

定理 4

、力
,

尤Z‘、Z‘.、

一一

�

、.口Z
奋

了.几、、.夕ZV

( k + 1 ) ( n 一 i ) + u (
( k + 1 ) i

言

( k + 1 ) ( ” 一 i ) + v

n 一 之

+ 1 )刀 + v

趁

·

乙l-0

以 : 一 i 代 i
,

以 k 代 k + l 得

推论 ( R o h a t g i t” )

·

惑(
‘

<nn: 厂
’

) (斤
‘
才
”

)
1

k i + u

=

(
无”

n+
”

)
.

一般的

‘吸了、、、,产
‘
石口凡工

f( ,
, : ) = E

币. b

优 一 k n + k西

m + kb + n 一 ( k + 1 ) i (
‘无书‘:

‘- m + kb + 龙 一

n 一 忿

“ 十 ‘’‘

)



第 一 期 华 侨
一

大
,

学 学 报 1写

表示 ( 0 , O )一
) ,( m , n ) 与 L 相交的

‘

路径数
,

故与 L 不相交的路径数是

F ‘m
, n

, 二(
爪 + 九

n )
一 “m , ”

,
·

显然有如下递 推关系

F (m 一 1 , n ) + 尸(哪
, n 一 l)

, m > k(n 一 b) + 1 ) 1 ,

F (执
, n 一 1 )

,

(
m

言
”

)
,

m = k (n 一 乡) +
.

1 ;

n < b
。

少

厂

i⋯
\

一一
,

、,声

行.,解
飞了

F

令

E 尸(二
, : )x

, ,
, ,

一自 (一 b ) + 1

F (m 一 1 , ” )x
. 夕

.

加兄间、二 ";

8乙G (x
, 万)

则

(x + 百)G了劣
,
夕) =

用 二 为(一 b) + 2

8乙间

0 0 0 0

+
艺 乙

一

F (m
, n 一 1 )x

‘

犷
份 二西+ 1

‘

” 二奋(一方) 一而+ 1

仁心

艺 [F (m 一 1 , n ) + F (二
, n 一 1 )〕x

,

犷
份“再(

月 一七) + 2

8艺向
一一

沙护十
乙

为 (
: 一 6) + i

一
乙F(

m ,
西一 1) 乙 F (n :

, n 一 1 )x
”

犷
,

一 。+ 1 协 = 几 (一 b ) 一几+ 1

因当 m > 无( n 一 b ) + 1 时
,
F ( 劝

s
_

n ) = F
、

( m 一 1 , n ) + F ( 拼
, n 一 1 )

,

故
口, 4,O

(x + y)G (x
, ; ) =

乙 E F (m
, n )x

。夕
”
一

名 F (叽 西一 1 )x
’

犷
二 二 b 用 二自 (一b) 十 2

为 (
。一 吞)

E F (二
, 二 一 1) 产犷

OO乙
+

, 二 ‘+ 1 . 二 而(
月一 b) 一几+ 1

+
乙 尸 〔k (n 一 b) + i , n 一 i〕x ‘ (卜‘) 十 ’犷

,

, 二 b + 1

因 F 〔k ( n 一 b ) + 1 , n 一 1 〕二 F 〔k ( n 一 b ) + 1 ,
‘

”〕尹 当 , “吞时
,

尸 〔k (。一 西) + 1 , n 一 1〕x 为 (卜 b) 十 ’万
,
二 F (1

,
b 一 1 )x 犷

,

{故得

(x 下 , )G (x
, ; ) = G (x

, , ) 一 乙
. 二 1
(

, + 乏一 1

O 口

+
艺

. o k+ 1

丫 城
、

、
一

扁十 1

且 ; (m
,
”一 l) =

(
m +

之
一 ‘

)
,

)
书·

,

为 (
。 一 吞)

_ · ;

乙
,

. “‘ (犯一b)

尸丈杭
, 、界 一 1 )x

. 扩
。
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“

或(m
‘

震
一 ‘

)
X

一 1

(1 一 x )b
一 1 ,

故

犷
、、.夕、

1一一G (x
, g ) = —

1

—丁了
1 一 X 一 斟 L 、

1

(l 一 x )‘

一
E

. 二西+ 1

几一 1

E F 口 + 1 + k (: 一 b 一 l)
,

卜 i〕x ‘+ ‘+ ‘(
, 一

卜 ‘, 犷
右二 0

}
户才.、r,

�

.、万,

( 1 一 x ) I
+ 1

1

( 1 一 x ) b
一 ‘

)‘
OOEI:Q

一一

一
乙

山一 1

‘

艺尸〔i早i + 无( n 一 卜 1 )
, n 一 i 〕x

‘+ ’+ “‘一卜 ” 扩

洛二 0
}

比较 夕
,

的系数得
O O

乙 尸( m
, 。 ) x

, =

栩 = 为(一 b ) + 1

1
·

1

( 1 一 x )
. + 1 ( 1 一 x )一‘+ 1

. 、

吞一 l

一
E E F 〔f + 1 + k ( t 一 b一 1 )

, t 一 l〕x ‘+ ‘十“
, 一

卜 ‘’

f = b+ 1 亩二 O

1

( 1 一 x )一 ’十 1

把右边展开为 x 之幂级数并比较两边 沙 的系数得

: ( m
, ·) =

(
m

霖
”

)
一

(
m 十

震
一 吞

)
合一 1

一
E 名 F 〔￡+ i + 无( t 一 b一 i )

, t 一 1〕
·

t 二 b + 1 ‘二 0
(
m + ” + 无b 一 i 一 (无+ 1 ) 才+ k 一 1

九一 君 )
=

(
m

荔
”

)
一

(
’” +

扩
一 吞

)
一

蕙睿
· 〔*一 (卜 。)

,
,〕(

优

⋯ kb 一 1’一 ( k + 1 ) t 一 1
儿一 t 一 1 )

因 F ( ,
, : , =

(
m

蕊
”

)
一 , (?

, , ,
,

故

· “二
, , , 一

(
m +

震
一 吞

)
” 一 1 为

+
乙 乙
诊二吞

{(
‘+ ‘(‘丁‘’

+ ‘

)
一 厂
(
‘+ ‘(卜 ”,

, ‘

)}(
m + n + k右一 i 一 (无+ T) t 一 1

n 一 t 一 1 )
为使上述形式较为简明

,

我们 以 k 代 k 十 1 , n
代

n 一 否
, 。

代 二 一 k ( : 一 白)
,

则得

定理 5 当 n 妻 0 ,

西) O ,
k ) 2 , 。 ) 1 时

甲 一只一
~

尤忿+ U
i = 0

(
‘

;n--? 犷矛
香

) (
“
才
”

)
月一 I k一

乙 乙 {惑命( k (一
s ) 士b、( k

s + f丫 (无j士f少b、飞(k (
n 一 j) 士

”丁 i 一 1、
] 一 s + 口 I 、 5 1 \ 1 + D / 夕 \ 九一 ) 一 1 /
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=

(
‘”

才
”

)
.

当 b 二 O
,

令

·

无(, ,

讨 二

名
-

亩= 0

夏祥护(戈沙了今介户
”

)
一

(物尸卜奢
则由定理 5 得

).无(:
, 。 ) = 一

乙
j
= 0

山一 1

乙 h(j
,

‘一 1

‘)

介
(兀“

.

了) + 。 一 1 一 i
龙 一 声一 1

因当
作 = 。时

,

对一切 ‘ h(, ,

v) = 。;

式
,

再令 无= 2 ,

推广形式
。

” = 1 , 即得 B r e u s 。h

从而
,

对一切
, , ‘。 ,

h(:
, 。 ) 二 o ,

此即 R o h a tg i公

公式
。

也就是说
:
定理 5 可视为上述二公式 ( 递推 )

本文的部分内容 首与电脑 系周 国华老师讨论过
,

得不少教益
,

谨此致谢
。
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