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引 言

关于最高阶导数项含小参数的高阶椭圆型方程的奇摄动问题
,

过去大多数文章仅考虑方

程含一个小参数的情况
,

例如文 〔1 〕一 〔3 〕等
。

在文 〔5 〕中
,

作者首先研究微分算子

含双参数的高阶椭圆型方程第一边值问题的奇摄动
。

尔后
,

文 〔7 〕对同样的含双参数的高

阶椭圆型方程
,

研究了一般边值问题 A
. , ,
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( x )和

, 。 , 。 ( t , 甲 ,

) 之后
,

按照文 〔4 〕

规定的求解程序
,

由边值问题 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

1 8 ) 和初值问 题 ( 2
.

1 0 ) ,

( 2
.

2 0 ) 一 ( 2
.

2 3 )
,

取 p = 1 ,

又可以 先后求得
: 。 : , 。 ( x )

, , , , 。

( t
,

卿 ) ; 。 。 , ,

( 二 )
, v 。 , :

( t
,

笋 )
。

然后取 p = 2 ,

霉
,

⋯这样继续下去
,

可以逐一地求得
: 。 , 一 , , , ( x )

, , p 一 j, s ( t , 卯 ) ( p = 2
,

3
,

⋯ ; j= o , 1 ,

p ) 如同文 〔4 〕得知
,

所求得边界层型函数外
一
j

, , ( t , 甲 ) 具有如下形式的结构
:

口

乙 夕
, ( t , 甲) e 一 盈 , ( , , ’

, 一 l

( 2
。

‘

二 ,

3 5 )

其中PJ ( t , 甲 ) 为 t 的多项式
,

它的系数是甲的光滑函数
。

但是
,

由上面所求得的
v , 一 i , j ( t , 甲 ) ( j= o

,

! ,

⋯
,

p ; p = o , 1 ,

一 ) 都 只在边界的 冲邻

域有定义
,

为了得出在整个区域 口 有定义的边界层函数
,

引进函数 岁 (x) 任 C泪 ( 刃)
,

且

0簇岁 ( x ) ( 1和

笋 ( x ) 二 才
‘ ,

飞 0 -

0《p 《十刀 ,

P 簇刁

并作函数
:

v , 一s, ,

( t ,

切 ) = 梦 ( x ) v , 一 i , j( t , 甲 ) ( j二 0 , 1 ,
⋯

,
P, P = 0 , 1

,

⋯ ) ( 2
。

3 6 )

则知在边界的告 刀邻域内
,

” 户一 j
,
i 一 v户一

I
,
j
。

假定按照上述求解程序求得。
, 一 j, , ( x )和 v , 一 j, , ( t .

切 ) ( p = o , 1 ,

⋯
,

N ; j= o , 1 ,

⋯
, p )

,

1,...,
而置。 , 一 , , , ( x ) 三 0 ( p “ N

+ 1 ,
⋯

,
N + m 一 1; j= o , p ) ,

再由递推方程 ( 2
,

10 ) 及初直

条件 ( 2
.

2 0 ) 一 ( 2
.

2 3 )
,

求出
v , 一 , , ,

( t , 甲 )
,

并由 ( 2
.

3 6 ) 作出
, , 一 ‘, , ( t , 切 ) ( p 二 N

+ 1 -
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,
N

+
m

+

l
一 1 ,

详誉
, 、

(劣)

j二 0 , 1 ,

入

,

二 ,
p ) 因此

,

摄动问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )有如下的形式渐近解
:

户

三 乙 兄
P一 。 夕。 0

1 .
、户一j 矛

戈贪)
件 。, 一‘, ,

(x ,

门 + 而
八 魂

一

仍 + 理一 1

十 协 兄 众(;丫
一’ 子. 、护

卜, v , 一 , , , (君
, 甲 ) (2

。

3 7 )

关于W偿
, , (x )为形式渐近的证明如下

:

为书写方便
,

记 ( 2
.

3 7 ) 式中
扣 p

。公
, ,

(x )三 乙 E (会)
’一 ’卜‘口

一
“’ (2

。

3 8 )

户‘ 0 1
二 o

入 + 沉 + I ~ 工 洲. 贻砂

梦 。 , 卜
(t , 甲 ) 三 卜. 十 倪

乙
户 . 0 惑(:)

’一 ’·’
v 户一 , , , (t , 中) (2

。

3 9 )

户、,了。
一卜

J

l.、

艺Jt.
,�、、口/e协

/了、、

当x 任日时
,

L
。 , 。廿

, , ( x )

由递推方程 ( 2
.

2 )
, ( 2

.

3 ) 得
对 户

= f( x) 十

t 叮一 1

件 2 ‘
艺

一 ,卜j石
: ,
屿

一 z , s ( x )

夕 . 刀 + 1 ~ 4 1

四

可
1

j~ . 日

P . 八 + 1 一 r

P
, 、 , _ ;

_ 一
, ~ t 月J 日

、
_

) t三 ) 协, L
。 。) 。一 , , ,

( x )

万几 、 林 I
以

.

艺�

= f ( x ) 、

其中必
,
(x ) = O ( l)

。

以口。
表示边界口启的

1 ,
,

二 ,

N
卡从 十艺一 1 ) 贝」

(
卜

, 工

)
“ ‘ ’

!(丘)
’‘, 几”

(二
·、

)
一“ ·

2 1 一 1

习
。

,

(仁
· ;

)
一 r

}
小

!
‘/ , ‘2

·

‘。,

产气、夕

义 广
丫

’

1欲
悦 别 沪 笋

.

。 当 x 〔日/ 口
。

时
,

由
,
乍
一j , , ( t

, 卯 ) 三 0 , ( j = o , 1 ,
⋯

,
P; P 二 0

-

无
: , J l , .令

,

( 亡, 切 ) 二 0 ( 2
。

4 1 )

当“ 口含
。

时
,

由 , , 一 , , ,

( t , 明 ) 三 ” , 一‘,
,

( t
,

卯 ) ,

得到

丫
了 : :

一 , 一

~ 八

夕‘ , 拼 ( t , 争 ) 葺 拼
’ 十 又

p

习
公 (二)

”一 ‘。了J,

一
“

, 卿’

P 之 0 J
二 0

再由递推方程 ( 2
。

2 )
,

( ; 1 3 ) , 取
; : = 万 十 , ,: + l 一 z ,

得
r了十 , . + l

、

石~ 日

苦 , 0

N + ” + 仁

乙卜
沪. 、J

L
: , ,‘ 下

.

了( l
,

守 ) 三
:

一 l
“ 。

拜
’

肥

一

。

(
共‘

、
2 ‘

、 乙 I

,

;尸 1 ~ 万

声“Z叹 ‘

」
护 · , ” ( t , 华 )

= 卜 一 ’

抖 为f
十切

一

}

丫 一〕
、

‘
~

日

忍一 1

}工

+ 加 + I 一 1

叹 -

/

夕= 入 + 协 + 盆一 1

八 」川
l

(力
’ ‘。乏

八 + 邢 + 忆一 1

十 乙 乙
户二八 十 叨 十 了一

息(众)
”一 ’卜’万 “

’,

一 ( ‘’甲’

众( ; )
’一
’〔: ·万

‘ 2
’

护

一 “
, ·’

]

二 ; 、

一(几
·

、t

)
丫
“ ’”

[
订 斗 , 代 + 君

下一 、
、

/ - 曰

舌 台 1

、、‘

(二
卜

,·

)
‘一 ‘+

二)
’‘终,

(长
一。

)
一 ““ ,

}
中

2

( X , ‘2
.

‘2 ,/、‘、
干、JO市�一.+、‘玉N

其中中
: ( x) = O ( 1)

。

又当万 任.
7

/ 口李
。

时
,

则p 》含 : ,

所 以

L
: , , 口六

;
( ‘

, , ) 一 、止‘价 3
(x ) ( 2

。

4 3 )
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对于任意正整数M成立
,

式中少
3
(x) = 0 (1 )

。

综合 ( 2
.

4 0 ) 一 ( 2
.

43 ) 式
,

得到在整个区域口上成立
:

五
: , 黔;y梦

, , (x ) = f(x ) + e (。
, ; )巾(x )

其中巾(x ) = O (1 )
,

件N 小 ’ ,

当。
/ 卜

’

令刀(件‘ o ) (o ( 刀< co )

(会丫[
。 + ; ‘一 ’

(袁
一

)
““

]
,

当·
/ 。

’

一
‘林一。’

。

4 4 )

。

4 5 )
厂|

\

|
火

一一
、.尹

协
‘了、

G

置

z 、(x ) = 。
。 , ,

(x ) 一 评了
, , (x )

由边界条件 ( 2
.

1 7 )一 ( 2
.

2 3 ) 得

(2
。

4 6 )

式 + . + 口. 皿

急(履)
’一 ’卜‘“‘

”

一
‘。

’甲’川乙�刀
;

z N (X )

}
。。
一

; ’ 一 ‘

乙
少一 八 + 1 - 一 + 口一 r

“ 下
:

( 甲
, 。 , 协 )

,

( s = 0 , 1 ,
⋯

, m 一 1 )

B
·

Z N ( X )

1
。。 二 。

,

‘:

一
m + , ,

⋯
, m + ‘一 1 )

所以

。
.

二 :
, ,
、X ,

{
。。 = g

·

( , 卜 :
:

( , , ￡ , 、卜 g
:

( , ) + 获( · ,
, )武( X )

其中少
:

(二 ) = O ( i )
,

( 2
。

4 7 )

( 2
。

4 8 )

( 2
。

4 9 )

反‘一’一

{
卜“

一 ‘

(最
一

+ 卜

丫

\ 0 -

+ i

一
+ ‘ 白+ -

乙
;

r

(会
+ ;

)
一 ’

( s = 0 , 1 ,
⋯

, m 一 1 )

( s = m ,

⋯
, m + l一 1 )

( 2
.

5 0 )

因此
,

平穿
, ;
〔x) 是摄动问题的形式渐近解

。

三
、

余 项 估 计

下面将导出摄动问题的解。
。 , ,

(二 ) 与所构作的形式渐近解w 公
, , (x) 的 余 项 估 计

。

由

( 2
.

4 6 )式
,

将。
。 , ,

( x ) = 平公
, ,

( x ) + z 二 ( x ) 代入边值 I’ed 题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )
,

得 到关于z 二 ( x )的

边值问题
:

L
。 , ,

Z 刀( x ) = 一 G ( 。, 件 ) 币 ( x ) , x 任口 ( 3
.

1 )

B石 }
, D = 夕

‘

(甲
, 。, 协 )

,

( s = o ,
1

,
⋯

, m + l一 i ) ( 5
.

2 )

其中当
s ) m 时

, 护
.

( q7 , 。 , 件 ) = o
。

取函数 a ;
( x ) 任C ’ (“ + ‘) (豆 ) ( i = o

, z ,
⋯

,
二 一 z )

,

且满足
一

『glJ 条件
:

a i ( x ) 二 G ‘(。 。 , 件) P‘( x )
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:
‘。 ‘

(x ) 1
=

于
0 ,

( s = 0 , 1 ,

⋯
,
i 一 1 ,

i+ 1 ,

⋯
, 沉 一 l )

y
‘

(伞
, 。 , 件 ) ( s “ i )

其中 p
‘
(、 ) = O ( 1 ) ( i

·二

o , 1 ,

一
,

二 一 1 )
。

作函数

Z 三
, ’ (x ) =

乙
a ‘

(x )

岌‘一
, ; )

)
= 0

(万
‘· , ; )

) (3
。

3 )

-0�乙1-1
‘夕‘了、

0一一
}.2潇” !{:

其中

口 ( e , 林 ) “

尸 当
e / 林

,

‘甲
z _ 、厅

;
又卸

,

当
e / 林

’

‘co

( 件‘0 ) ( 0《夕< co )

( 林) 0 )
( 3

。

4 )

L
. , ,

z诵
’) ( x ) = G ( 。, 林 ) 巾

‘

(: )

其 中必
‘

( x ) 二 O ‘l )
。

又作函数

z护〕(习 二 艺、 扭、一 z必
‘》 (x )

则 z涛
’》满足如下齐次边值问题

:

( 3
。

5 )

L 。 , 件z天
,
’ (x ) = G ( c

, 拼) 西 ( x ) , x 〔。

B ; “
2 ’( X )

}
。。 一 。 ( , 一 “, , ,

一
+ ‘一 1 )

( 3
。

6 )

( 3
。

7 )

其中币 ( x ) = 0 ( 1 )

假定当。< 。毛 。 。 , 0 < 、蕊为 时
,

算子L 。 , 林有一致有界的递算子L六
, ,

邵对于任意函数

。 。己
’ ‘’“’ (丽 ) ( 己

2 (
:

二 : ) (。)表示
。 , ( , 十‘) (丽) 中足齐次边界条件 ( 3

.

7 )的函数集合 )成立

工。 , , 。 )L :

) K
。 , 口 从

2

〔3
。

8 )

其中k
。

是正常数
。

因此
,

由 ( 3
.

6 )
, ( 3

.

7 ) 式得

习
2 ’

l
r

: :
( 无

,

“
。 , 件) (s

。

, )

从而由 ( 3
.

3 ) 和 ( 3
.

9 ) 式
,

则

多对
: ,

匀 z诸
’) 一

}: 2

洲 z分)1
: :

( k
2

G(
。,

妇 ( 3
。

1 0 )

以上k
: ,

k
Z

均为正的常数
。

四
、

结 论

根据前面各部分的结果
,

我们对所讨论的摄动题问A
: , ,

作如下假定
:

( I )算子L 。

和 L
: ,
分别为 Z m 和 2( m

十 , ) 阶的线性强椭圆型算子
,

算子 L
。

( l = l
, 2 ,

⋯

2 1~
1 ) 为不高于 Zm

十r 阶的线性偏微分算子
:
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( 互 )边界算子系 {B , }牡犷
’
是正则系

,

(l )问题A 。 , 林的参数
,

即算子1
, 。 , 件的系数

,

函数 f(x )
, g

,

(x ) ( s 二 o , z ,

⋯
, 二 + l一 i )

,

边界口口都是 是够光滑的
;

(W )退化间题 A
。

的解存在且唯一
;

(V )摄动问题 A 。 , 林 为正则退化的
,

即特征方程 ( 2
.

2 5 ) 具有 l个相异的负实部的根 ,

(可 )算子 L 。 , ”有一致有界的递算子 L 言{
,

( 如前定义 ) ,

(租 )。
, 件为相互依赖的正小参数

,
_

且 。
/ 娜令 o ( 乒令。 )

因此
,

我们得到下面的结果
:

定理 l 假设条件 (工)一 (现 )成立
,

则问题 A 。 , 协 的解 。
。 , ,

(x) 有渐近展开式
:

。
。 , ,

(x ) 二

立分(弃丫
, ; ,。 , 一 ; , , (x )、 ; ,

一 ’ ‘

艺
一 ‘

云(:
一

丫
’, L,

二
一 , , , (, ,

, )

夕 一 。
卜

。 、 卜 工

一
。

卜
。 ‘ 林 产

+ Z 刀 ( x . 。 , 件 )

其中。
。 , 。

(x )为退化 I’ed 题A
。

的解
; 。 p 一 i , , (x ) ( j= o , 1 ,

⋯
, p ; z〕二 1

,

2
,

(4
。

1 )

⋯
,

N ) 由 递 推 方 程

( 2
.

2 ) 和 ( 2
.

1 8 ) 确 定
; , p 一j , j(t华 ) = 甲印 ) : , p 一 , , ,

(t理 ) ( j= 0
,

1
,

+ l 一 1 ) 其 中
v , 一 , , ,

(t , 甲 )是边界层函数
,

由j兰推方程 ( 2
。

9 ) ( 2
.

2 0 )

, P ;

和

—
( 2

.

2 3 ) 确定
。

又若J 环’

* 刀( :
爷。 ) ( o ( 刀< 。 )

,

则余项 Z 斌 x )

}Z 、
I
: 2

= o ( 、: N
+ ,

)

, 二 O ,

1. 二 ,

N 十 m

州汽条件 ( 2
.

19 )

万如下估 计 式
:

(4
。

2 )

对于 。
/ 件

’

~ co (”、 0) 的情形
,

我们讨论一种特殊情况
,

即。 二

G (。
, 林) = 协

a 刀 ( 环+ 乒1
.

(卜 爪 ) 十 (
’” 十 二)

“

) = O ( 件
a N 十 a 。

)

卜: ’十 a

(o < a < 1 )
。

这时有

(4
。

3 )

定理 2 假设条件 ( 工 ) 一 ( 班 ) 成立
。

若。 二 卜’千 “

( O‘
一 。 ( 1 )

,

则 问 题 A : , u 的 解

。
。 , ,

仍有渐近展开式 ( 理
.

1 )
,

而其余项Z N有以 下估计式
:

112
二i

}:
2

= O ( 林
‘ N 十 a 。

)

其中a 。 = m in 〔1
,
k 一 m + (m + l) a 〕

。
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