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摘 要

探讨不 同参数的 B缸 k lu
l, d 变换之间的关 系是一项 很 重 要 的工 作

,

本 文 在

H ir ot a 双 线性形式下讨论这方 面的关 系
。

文 中建立 了双线 性 形 式 第 二 修 改 的

K o r te w e g 一
d e V r ie s方程和K a d o m t s e v 一

P e t v ia s li v i li 方程的 B纽c k l甲记 变换与

S e a l。 变换的关系
,

得 工
,

] 了相应 的 B 、 二 S
一 ‘

(寿)B S (k ) 型分解等式
。

本文的 讨论可

推广到 在S c al e 变换下形式不 变的一 大类 H ir ot a 双线性形式的非线性演化 方程
。

B欲耗 u n d 变换在非线性演化方程的研究中起着重要作用
。

文 〔1 〕指出
,

由方程的

刀水kl ull d 变换求方程的守恒律
,

非线性迭加公式以及孤立子解往往要用到该变换所含 的 任

意参数
,

因此
,

探讨不同参数的 刀注ck 不翔, d 变换之间的关系是很必要的
。

这个工作 往 往又同

方程的不变变换密切相关
,

使两种变换之间成立 B 、 = S
一 ’

( k ) B s ( k ) 型 等式
。

关 于通 常

形式下
,

这方面 已有不少工作 ; “一
“〕,

然而
,

在 H ir ot a 的双线性形式下讨 沦这 些 关 系
,

文

献中尚不多见
。

木文建 立了双线性形式第二修 改 的 K 。; t尸w eg 一 de 功
·

i留 方 程 和 K “
do m tse v -

p 。抑t’a sh vl’ll’ 方程的双线佰 B 线ck lu o d 变换与 sc
o z。 变换的关系

,

得 到了相应的变换等式
。

本

文 的讨论可推广到在 反al 。 变换下形式不变的一大 类厅 iro ta 双线性形式的非线性演化方程
。

第二修改的 K c r tew e g 一 d 。 V r ios 方程为

U , + 告( U
、

)
“ + U

二x 二

+ 6 a Z U
二

5 1儿
Z U = 0 ( 1 )

其中 a 是任意常数
,

当 a = O时
,

得常见的修改 K or te w eg 一de V rl’es 方程
。

这些方 程在非调和

晶格
,

等离子体物理等许多领域有重要应用
。
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方程 ( 1 ) 可以化为一组 H fro ta 双线性形式方程
:

( D
, + D

: s

) fs
‘ ·

fi = o ( j= 1 ,
2 )

,

D
二 , f厂

·

fi = o ( j= l , 2 )
,

( D
二

+ a ) f
; ·

f: 一 a f
; ’

f
Z ‘ = o ,

( D
,

+ a ) f , 产 一

f
Z ’ 一 a f

,

f : = 0 ,

其中 H irot a 双线性算子 D
, ,

D
二

定义为
:

( 3 a )

( 3 b )

( 3e )

( 3 d )

D
, .

D
, , a ( x , t )

.

b ( x ,

三

(
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具一异
一

)
”

(
一

云一
t )

2
。

丫
J X

’

,

a ( x , t ) b ( x ‘ , t‘ ) x = x’
, t = t’

.

( 4 )

据文〔1 0〕
,

方程 ( 3 ) 的一个 B 往cl( 玩n d 变换为

B 。一

介
, + D 一 +

圣
“
“
D

l

)
了
J ( : )

.

侈, (l ) = 0

9 5 (’ ) = o ( j= 1 , 2 ) ( sa )

(
。
一

“
2

“)
‘了“ ’

·

( j = l , 2 ) ( sb )

D
二

fi
声

D
二

f
,

.

自 = ikfsg z‘ ( 一z ) ( , = 1 ,
2 )

,

( se )

·

s ,‘ = i无fs
‘ 9 5 ( 一 1 ) j+ ‘

( j = 1 , 2 ) ( sd )

1一21
-
2

ikfZ s : 一 a f : ‘ g , ’
= rf

, g : ,

( 5己 )

;
“‘

2 ‘ 9 1 ‘

一‘
2 9 工“ 犷‘

人‘9 2 ‘ ,

( sf )

其中了
: ‘

口fs(
’)

·

,

f
: ‘ ,

f
: ,

f: 和 s 工‘ , 9 2 ‘ , g : , 9 2

为方程 ( 3 ) 的两组解
,
无

, r
为任意参数

,

g ; (’ ) = o表示两组独立的方程口f
, ‘

5 5 二 o和口fs
‘ ·

g厂二 o ( j= 1 , 2 )
·

定义一
、

Se a le 变换 S
:
(之)定义为

x
) x 二 几x ,

君) t = 几
“ t-

a
令 a = 义

一 ‘

a. ( 6 )

易证
,

方程 ( 3 ) 在变换 S
;
(只)下不变

。

我们有

定理一
、

对第二修改的 K o r t e w e g 一de V r io s 方程 ( 3 ) 来说
,

其 B往e kl“ , d 变换与 S ea l。 变

换有次之关系

B * , = S , 一 ‘
(几) B 、* z , ) (

r z * ) S
,

(之)
,

( 7 )

特别地
, B 、r 二 S

: 一 ‘ ( k ) B , (
r l * ) S

,
( k )

,
( 8 )

其中 B 。* , , )(
, , ; )和 B ; (

r , 、)为参数分别取 k/ 只
,

r/ 几和 1 ,

叮k 的变换 ( 5 ) ;

若取 r = o ,

仅考虑 ( 5 ) 的单个参数
,

记变换 B * 。

为 凡
,

有

B * = S
‘一 ‘

( k ) B
;
S

;

(无)
。

证明 设 f
‘ (

,
) , ,

f (
,
)‘ 2 ,

f (
,
) , ,

f (
,
) : ( v = o , i )为方程 ( 3 ) 的两组解

,

( 9 )

, = 1这组

解为 , = 。的解实施 B 注ck 不“: d 变换 ( 5 ) 的结果
,

形式地记为
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t

f
, ( , ) ‘

f
, ( ; ) 2

f ‘
、) 、

f ( , ) :

(
,
) 2 -

= B * ,
f
‘ ( 。) ,

j“
。 ) :

( 1 0 )

/

⋯
1

1|
.

|
l|les

对解 f
‘ (

,
) : ,

f

尹 火

j (
,
) ; ,

f (
,
) :

实施

f叹
。) 、

f ( 。) :

Se a 不己

户

!
les
.

⋯⋯
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变换 S : (几)
,

形式地记为
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⋯
{

�公一·

(
一

) 1

( , ) 2

( , = 0
, 1 )

。

( 1 1 )

,尹..
.

.

分J
.

t口

f (
,

) ,

f ‘
,

) :

、

⋯
11
.
.
.

�厂�厂�l(

f (
,

) :

将 ( 1 1 ) 式及其相应的算子变换代入 ( 1 0 ) ,

经过整理我们可得

+ 截
十

导
( k/A ,

2

筑 l几 {
, ~ ( l )

.

j ( : ) s = 0 ( 声= 1 ,
2 )

,
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,
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f ( : )
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; 一 a f ( 。 , 。

j ( : ) l = ( ;
/ 几 ) ( 1 ) 艺 ( 1 2 e )

l一2

一 1 ‘

2
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f
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( : ) , 一 a f ( 。 ) 2 ( ;
/ 久) j ( 。 ) : 了 ( 1 Zf )

~.l
尹, . . 产、砂

其中 〔万 {:{
,

二 O 表示二组独立的方程 口 了 ( 。 )I

( 1 ) 2 -
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将 ( 1 1 ) 代入 ( 1 3 ) 有

( 0 )

( 0 )

( 1 4 )

止,
.才声
.⋯

⋯
二

⋯

B (* , ; ) 〔
, , , ) S

,
(义)

f (。 )

f (。 )

⋯
!
...

、.产
.

凡/‘、

抽.孟S

将 ( 1 0 ) 代入 ( 1 4 )

、

1
..
..

⋯

f
‘ ( : ) 1

f
‘ ( , 2 2

f ( 、) 、

f ( , ) :

可得

厂 x

: ,
(; )刀* r

⋯:
:
⋯::

}

:::{{

!
{

一 “ “‘” ‘一 ” “
1
‘元’

1
f
‘ (。 )

j
, (。 )

f (。 ) 】

f (。 ) :

( 15 )

从而 B * r = S
一 ‘ ,

(几)B (*z ; ) (
·, , 一S

:
(几)

结论 ( 7 ) 己 证 ; 由 ( 7 ) 易得 ( 8 )
,

( 9 )
,

定理一证完
。

注意到 B。
,

的逆变换 B 一 ‘* ,
= B 卜

* ) (一
,
) ,

可得

推论 B 一 ‘。 r
= S

,
(
一

1 )B * r

s
,
(
一

l )
,

、

( 1 6 )

其中 S
,
(
一

l) 是离散的 S ca 不。变换 ( 6 )
,

它将变换群 ( 6 ) 中集合 S士(只> 0) 中的元 映射 到 集

合 S丁以< 0) 上
,

反之亦然
。

K a d o m ts。,
一

P e 一丫ia sh v i忍i 方程

U
, :

+ 3 (U
Z
)
、 二

+ U
, 、 二,

+ 日U
, , = 0 ( 日: e o o s丈

·

) ( 1 7 )

是一个重要的二维非线性演化方程
,

它对于弱色散和弱非线性介质中的扰动是一极好的数 学

描述
。

而且在 xt 平面上它可归结为著 名的 K or tew 绍
一

de V ri es 方 程
,

在
x 夕平面 上可归 结 为

Bou ss 认es q 方程
,

这二个方程在物理和工程中都有广泛应用
。

考虑在 } x } , 二
,

U ,
一

2/ 护 边界条件的情况
,

作代换

U = 2〔王o g x f(r
, x , 夕)〕

x , ,
( 1 8 )

可以化成 H iro ta 形式

(
D

、

D
, + D

二 ‘ + 日D
, ,

一
‘
子D

, ,

)川
一 。,

\
一

X 一 /
( 1 9 )

它的一个双线性形式的 B 巨ck lu o d 变换为
:

〔11 〕

。
。:

(
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,
D

二
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:

。
, 一

气D
、
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·
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其中 厂
,

了为方程 ( 1 9 ) 的两个 解
, b 二 扩日/ 3

,
k 为任意参数

。

定义二
、

女al 。变换 S
:

(幻定义为
口、砂

X 一卜 X = 几x
,

= 只2夕-

二 几
3 t

.

( 2 1 )

可以证明
,

方程 ( 1 9 ) 在变换 又 (幻下不变
。

我们证明了

定理二
、

对方程 ( 19 ) 其 B 蕊成扭nd 变换同与 SCa 肠 变换有次之关系
:

B
。 二 S

一 1 :
(元)B

、, , S
。
(之)

以及 B * = S
一 ‘ :

(k)B
,
S

:

(k )
,

其中 凡/
, ,

一

B l

分别为参数取 k/ 几和 l 的 B 巨ck lun d 变换 ( 20 )
。

对于定理二有与定理一相仿的推论
。

( 2 2 )

( 2 3 )

从上面两个方程的结果
,

我们可以看到在 万 iro ta 双线性形式下
,

讨论非线性演化 方 程

的不同参数的 B 故ck 艺u n d 变换之间的关系
,

所用的不变变换往往只涉及 自变量本身的 变 换
,

形式简单
,

一 目了然
。

显然
,

这为我们深入研究 召蕊C妞姗d 变换的结构提供了有力工具
。

同样沟讨论可推广到一般非线性演化方程

F (D
, ,

D
二

)f
·

f = 0 ,
( 2 4 )

其中F (舀
, 刀)为多项式

,
’

业满足 F (占
,

种 = 尸 (
一

占
, 一

帕 及 F (O
,

0) = O;
例如 当 F (睿

,

z])

= 刀 ( 君一 刀
“

)时
,

方程 ( 2 4 )为双 线性 K e r tew e g
一

d e V r ie S 方程

D
二

(D
, + D

x 3
)f

·

j = 0
·

( 2 5 )

显而易见
,

方程 ( 24 ) 的最原始形式的 B 蕊成王“ : d 变换为

[ F (D
, ,

D
x

)f
‘ ·

f
‘

〕ff一 f
‘

f
‘

[ F (D
‘,

D
二

)f
·

f〕= o ,

( 2 6 )

如果 f 是方程 ( 2 4 ) 的解
,

则 厂 必为 ( 2 4 ) 的又一解
,

反之亦然
。

通过适 当变形
,

可 以 将

( 2 6 ) 转换为通常的 H ir o ta 形式的 B艺e无不u n d 变换

G
a

(D
, ,

D
二

)f
‘ ·

f = 0 ,

( 2 7 a )

G
r

(D
, ,

D
二

)f
‘ ·

f = o ,

或其它等价的形式
。

从方程 ( 2 6 ) 到 ( 2 7 ) 转换的主要数学依据是公式
。x P(D

;
)〔ex P (D

:
)a

·

b ]
·

〔e x p (D
3
)e

·

d〕

( 2 7 r )

二一p

【令
(D

: 一 D
3
)

1{一
p

!告
(D

: + D
3

,
一

卜D
1

1二
一 D

,

」二
b

}
其中几 = e jD

二+ d , D
, , e , ,

d
;

为常数
,

声= l , 2 ,
3

.

、

}
·

{
一p

【告
‘D

Z
+ ”

3
’

( 2 8 )
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公式 ( 2 8 ) 的 证明业不难
,

事实上

由双线性算子 D
, ,

D
二

的定义
,

易证恒等式

e x P(￡D
二

)a (x )
.

乙(x )三 a (x + e )b (x 一 己 )
,

从而 ex P( D
z

)a
·

b = ex p (。
:
D

二

+ J
Z
D

,

)a
·

b

= a (x + : : , t
一

卜占
。
)b (x 一 : 2 , t 一 d

:
)

,

和 e x p (D
。
)e

·

d = e (x
一

卜: 3 , t+ 占
3
)d (x 一 。3 , t 一 占

。
)
。

于是 e x p (D
;
)[ e x p (D

么
) a ·

b ]
·

仁e x p (D 3 )e
.

d〕

= a (x + : : + 。 l , t
一

干舀
: + j

,
)b(x 一 。 : + 。 , , t 一 d

: + 占
工
)e (x + e 3 一 。 , ,

r」
一

j
: 一 咨

,
)d (x 一 ￡3 一 : z 一 t 一 咨

3 一 占
工
)

.

( 2 9 )

( 3 0 )

( 3 1 )

( 3 2 )

同样可得 。夕
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l合
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3

, + D
l
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d

了
_ .

1
.

1
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1
。

1
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J
/

_ _
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、
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/
“
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儿 一 丁
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l
、
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( 3 3 )
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l
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于是
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3
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}二
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}
·

{
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3
,
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〕二
”

}
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一
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2 十 d

,
) d (x 一 。3 一 : 1一 t 一 肖
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,
)

c (x + 。 3 一 : 工, t+ 乃
3 一 j

,
)为(x 一 。 : + 。 ; , z 一 占

2 + 乃
:
)

.

( 3 5 )

山 ( 3 2 ) 不口( 3 5 )
, 石J

一

欠}公式 ( 2 8 ) 成立
。

将 ( 2 8 ) 按 。 工, : 2 , 。。 ,
d
工,

d : ,

占
。

展成幂级数
,

比较同次幂的系数
,

可得一系列 恒

等式
,

例如

(D
“二 a 一

合)ed 一 a b (D
Z 、e 一

d ) = D
,

〔(D
, a .

d )
一e b + a d

一
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b )〕
,

( 3 6 )

(D
X

D
,

f
‘ ·

f
‘
)ff一 f

‘

f
‘

(D
二

D
,

f
·
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,

(D
,

f
‘ 一

f)
·

厂f
‘ ,

( 3 7 )

(D
x Z

f
‘ ·

f
‘
)ff一 f

‘

f
‘
(D

x Z

f
·

f) = ZD
,

(D
,

f
‘ ·

f)
·

f厂
, ,

( 3 8 )

(D
、 ‘

f
/ .

f
,
)ff一 f

‘

f
‘
(D

二 ‘

f
一

f) = ZD
,

(D
二 ”

f
, ·

f)
一

ff
‘
+

6 D
、

(D
、 Z

f
‘ 一

f)
.

(D
x

f
一

f
,

)
。

( 3 9 )

正是这些恒等式的转换
,

可将方程 ( 26 ) 变形为 ( 27 )
,

我们可以从文〔1幻推导方程 ( 25 )

的 B 巨ck l: 。d 变换的具体过程来熟悉这些思想
。

由以上过程
,

我们可知
,

如果存在某个 So al 。
变换 S (肋使方程 ( 24 ) 保持形式不变

,

那

么该变换必定使 ( 36 ) 一 ( 39 ) 等一系列的恒等式也保持形式不变
,

从而得到

刀、= S
一 ’

(几)凡 l , S( }.) 型关系式
。

这样整个工作的关键就化为寻找使方程 ( 24 ) 不变的不变变
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换
,

这相对来说就较为容易
,

这正体现了用 H iro ta 的双线性形式讨论这些关系的优 越 性
。

鉴于国内中文文献中尚无 H ir 。扭 双线性算子方面的介绍
,

本文在附录中列出双线 性 算

子的主要性质供大家参考
。
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附录—
Hi rot a 双线性算子的性质

双线性算子 D
, ,

D
二

定义为

D
, .

D
二. a (x

, 君)
一

台(x
, t)

一一X一一X
、夕了

X

廿

了.、
,

口
、

、沪
X一X

了.、夕
-

户a一
、、夕/? ,x +

夕
l夕夕

工。

夕夕二三尸 一二、
”

了
\ 夕t 日t

’

/ \

、
~ _

_ _ 夕

命 刀z = d刀
, + ￡刀

二 ,

J Z

其中 d 和 。为常数
.

月 fro ta 双线性算子的主要性质如下
:

( I )

( 11 )

( 亚 1 )

( l )

( 1 1 )

( 1 2 )

( W )

设 F (D
r ,

( W I )

抓洲
.

/ 夕 、
’”

“‘· “ ’ 上 一
气

夕;
/

“
.

D
: “ a .

乙= (
一 1 )

门
D

: 加 b
一 a -

. 口 . 夕 = 0 ( 散 为奇数 )
.

, a .

当= D
:

一
‘

( a : .

b
一 a .

b
:

)
,

Dz及

D
: , a · a = ZD

: , 一 ’a , 一 a ( , n
为偶数 )

,

,

方 ,

妇 “ = ZD
*

价
。‘ = Z D t

几
. a 。

, , 。x P(p
, x )

. e x P (P
: x ) == (p

: 一

p :
)
祝 e叉P [ (P

, + p :

) x 〕
。

D刀

D
、

)为 D
,

和 D
*

的多项式
,

我们有

( V )

( 矶 )

( 班l )

(巩 2 )

( 吸 3 )

( 硕 4 )

( 孤 )

F (D
r , D

二

)
e x P (口

, t+ p , x )
. e x P (口

Z t + P Z x )

= F (口
, 一 月

: , p , 一 p Z
)/ F (口

:
+ 口

: , P , + p :
)

·

F (D
, , D

、

)e x p 〔口
: 一

卜月
2

)t + (p
, + p Z

) x 」
.

1
。

。了 p (: D
二

)a (x )
一

吞(x ) = a (x + : )b (x 一 。)
。

e x p (: D
:

)a b
· ed = 〔。x p (:

几 ) a .
e〕〔e x p (:

几 )b
一

d〕

= [己叉 P (￡D
;

) a .

d〕〔e 尤p (。D
:

)七
一 e〕

,

D 二”
一 (男)

”。 + · (D
·

”一 ,
,

刀
.

2 。。
. 。 =

fZ
’

孚
_

、。
。、

一

Z f 三夕、D
.

o
. 。 + 。 ‘D

. : 。
.
。)

.

、 夕Z ‘
/ 、 夕‘ /

D
: 3 a e ·

b e = (几
“a 一

白)e
“ + 3 (Dz

a .

b )几
Z e 一 e -

D
二价 e x P (Px ) a . e x p (Px )b = e x P (Z p x )D

二用 a .

b
。

e x p (占D
,

)〔e x p (￡D
二

)a
一

b〕
一

「e x p (￡D
二

)e
.

了〕

= 己x P(￡D
二

)〔e劣P(巧D
,
)a

一e 习
.

〔e x P(乃D
,
)b

一

d〕

= [ e x p (弃D
, + ￡D

:

) a 一

d」[ e x p (
一
dD

, + ￡D
二

)e
.

b〕
。
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下面的公式用于将一般形式的非线性微分方程转换成双线性形式

(顶 )

( 顶 1 )

( 孤 2 )

e x p (。”/
夕z )〔a / b〕= 仁。x p (: D

:

)a
·

b〕/ 〔
。o sh (。D

;

)乙
一

b〕
,

’

仁、
二

乌吵
.

夕Z \ O / 。z

夕 2 / a 、 D
,
Z a 。

b / a 、D
, Z a 。

b

夕2 2

\ b / 台
“

\b / b “

夕 3 / a \ D
, 3 a 。

乙 _

r D
,

a 。

b D
,
Z b

一

b l
一

一 I
一

了
一

l二 二几乒 二 一 3 1 二咒 二
一

二
之_

万 一 !
。

夕z “
\ b / b 艺 一

L b
艺

b 艺
J

Z c o sh (。“/
, z )lo g f = 10 9〔e o s孔(￡几 )f

一

f]
,

_ D
: Z

f
·

f
Zf

“

_ D
二 4

厂
·

厂
2厂

2

r 。 , , , , 2
_ . 2 一声

, 一 丁 . 丁 .

一 6 . 一一六
。 ‘

一L 艺丈
“

J

J曰.,尹‘J..
护

ggOO
宁二
‘
了口‘

(现 3 )

( 双 )

( R l )

口2

夕之2

( R Z )
刁 4

夕之 4

以下公式用于将双线性微分方程转换回通常形式的非线性微分方程

( X ) 。 x p (。D
二

)a
·

b = {。x p 巨Z c o sh (￡ ,
/
“x )10 9 石〕}厂e二p (: ,

/
, x ) (a / b )J

.

设 劝二 a
/ b

, u = 2(lo g b)
二二 ,

我们有

( X l ) (D
二 a ·

b )/ b
Z = 叻

二 ,

( X Z ) (D
‘ Z a ·

右) / 西
“ = 叻

, 、

+ : 沪
,

( X 3 ) (D
、 “

a. b) /b
“ = 协

、 、

+ 3u 如
,

( X 4 ) (D
、‘ a ·

乙)/ b
Z = 劝

x , x 、 + 6 u矽
x 二

+ (u x 二

+ 3 u 2 )沪
,

( X S ) (D
二

D
, a ·

乙)/ 西
“ = 动

x , + 2 劝(10吕吞)
、 , .

( XI ) 。、p (: D
二

)a
·

b = e x p [ s in h (护/
“x )10 9 (a

/ b) +
c o s杠(。,

/
, x )10 9 (a杏)〕

.

设 功
= 10 9 (a / b ) 和 户 = 10 9 (a b )

,

我们有

( 兀1 ) (D
x a ·

乙)/
a b =

诱
二 ,

( 1 2 ) (D
、 Z a ·

b )/
a b = p

、,

+ (沪
二

)
“ ,

( 1 3 ) (D
x 3 a ·

b )/
a b = 功

、二 、

十 3功
工

p
二 二

+ (必
,

)
“,

( XI 4 ) (D
二 4 a ·

b )/
a b = 户

、 x , 二

+ 4娇
x

功
、x 、

+ 3 (户
二‘

)
“ + 6 (功

万

)
“户

x 、 一

干 (必
x

)
今 .

关于双线性算子的其他性质清看文献〔1 2〕
。
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