
求逻辑函数布尔差分的方法

刘 希

(电子工程系 )

搞 要

首先本文村布 尔差分的基本性质和 定理作 了证 明
。

凡属于经尽 力查索资料尚缺

少证明的
,

本文均加 以证 明
,

芷注上 “补充证明” 。

其次本文时于求逻样 函数 的布尔差分的六种方法均举例加 以 演算说明
。

为 了说

明用图形法求逻杯函数布尔差分的方法
,

本文对不同情况加 以 讨论
,

对其原理也加

以推导
。

以利使用时更为明确
。

最后对有关资料提供的 两 条定理
,

原文 未介绍其证 明及 出处
,

本文也给子 补充

证明
。

这两 条定理是
:

( 1) 假设 F ( X ) =
n G 、 ( X ) 其中 x 二 ( x , ,

一
,
二

,

一
, x 。

)

肠 . 1

dF ( X )

d万
‘

=

l只
‘。

“ ’ +
n G 。 ( x

*

) 〕
.

带
一丝乡些‘匹 )

‘曰 d X ;

这里 X
半 = ( x : , , , ·

, X 污 ⋯
, X

( 2) 假设 F ( X ) =

兄 G
*
( X )

乙�
dF ( X )

d x ‘ ln 百 (沈 了
一

卜
n 疏 订丈

‘
万

自 , l

d G
‘ ( X )

d x ‘

县1 布尔差分的定义及性质

推导组合逻辑电路的故障测试集
,

需要概念上简单明瞪
,

并 且方法上直观
,

布尔差分就

有这些优点
。
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布尔差分定义为两个布尔函数F (x )与F 〔x )的异或运算
。

这里假设尸 (X ) 二 尸(x
, ,
⋯

, x ‘,

⋯
,

从)为具有
,
个输入端

,

相应的输入变量为
x , ,

一
,
泊

,

⋯
, x

。

正常时某逻辑电路的布尔函数
。

F (X )为相应于上述组合逻辑 电路
,

当该 电路的 艺线有固定性故障时的布尔函 数
。

F (X ) = F (x
: ,
⋯

, x 、,

⋯
, x 。

)

显然的
,

若F (X )对
x ‘

是
“非冗余

”

的
,

相关的
,

则

F (X )今F (X )⋯⋯ ( l ) 式

若F (X )对 x ‘

是不相关的
,

则

F (X )

号 1一 1 定义

二 F (X )⋯⋯ ( 2 ) 式

dF ( X )

d x ‘

二 F ( x : ,

⋯
, x ‘,

一
, x ,

) ¼ F ( x , ,

二
, x ‘,

⋯
, x 。

称函数
d尸 ( X )

d x ‘ 为函数F ( X ) 关于
x ‘的布尔差分

。

用导数的符号来表示布尔差分是有它的特殊含意的
。

因为布尔函 数 F ( X ) 和它的变量

x ,

两者均只可能取 O值或取 l 值
,

因此变量
x 若为 0 值 ( 或 1 ) 它只能改变为 1 ( 或 O )

,

所以 x 的改变量总是等于
“ l ”

△x 二 x ¹ x 二 1

研究二进制函数F ( x , ,

一
,

有四种
一

可能

。

这改变量可以用 x 改变为
x 来表示

,

并可从表达式看到

泊
,

⋯
, x 。

) 由于变量
x ; 的改变 ( △ x ; 二 1 ) 而引起的改变

,

( 1 ) F ( X ) 二 0 尸 ( X ) = O △ x 、 = 1

( 2 ) F ( X ) 二 F ( X ) = 1 A x ‘= 1

( 3 ) F ( X ) 二 0 尸 ( X ) = △ x i 二 1

dF ( X ) _ 二 , v 、

。 。 , v 、 _ 。

-
.

一
几——— 一 f 气 J 飞 , 丈r f 戈 J飞 , 一 U

口X 亩

丫 O ¼ O 二 0
dF ( X )
一

, 二二立一 二 0
d x i 一 U

,.’ l ¼ l = 0
d F ( X )
一

-

一 ;

一
= 1

dx ‘ 一 人

( 4 ) F ( X ) 二 F ( X ) 二 O △x i 二 1

丫 O ¹ 1
dF ( X )

d x ;
= 1

从中可以看出
,

当
d F ( X )

d x ‘

丫 1 ¼ 0 二 1

时
一

意味着 F ( X ) 的值随着 x 改变到
x 时有 改 变

,

当

d F ( X )

d x 。 一
0 时意味着随着 x 的改变F ( X ) 的值没有改变

。

号 1一2 布尔差分的性质

芬1一2一 1性质
d F ( X )

d x 、

d F ( X )

d x 、

证明
: dF ( X )

d x ‘
一 = F ( x ; ,

⋯
, x 、,

⋯
, x 。

) ¼F ( x , ,
⋯

, x ‘,

⋯
, x ,

) = A ¹ B
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一Bd l了 ( X ) _

d x ‘
F ( x : ,

⋯
, x 、,

⋯
, x

。

) ¹ F ( x : ,
⋯

, x ‘, ⋯
, x 。

) 二 A ¼

A ¹ B 二 A B + A B = A B + A B 二 A¼B

d万 ( X ) _

d x ‘

dF ( X )
d x *

务 1一 2一 2 }生质

d F

dF ( X )

d 泊 尸

dF ( X )

d歹
、

二 F ( x : ,

⋯
,

⋯
, x ,

)
之xi,x.’一xf,( X )

d x ,

·

, x 。

) ¼F ( x : ,

= F ( x , ,

⋯
,

X 1,
. ’

X ‘,
. ’

·

, x , :

) ¼F ( x , ,

⋯ ⋯
, x ,

)

= 万 ( x , ,

⋯
, x ‘,

⋯
, x ,

) ¼F ( x L ,

⋯
,

_ ‘j厂 ( X )
己x

、

⋯
, X 抢 )

注 念 A ¹ B 二 B ¹ A

奋 1一 2一 扮生质
d

d 义 ‘

己厂 ( 尤 )
d 万 ‘

d

d x ,

dF ( X )
d为

‘l 日月
:

。 .

d F ( X )

d久
一 。

= 厂 ( x l , , 1 ,

⋯
, x J,

’
. “ ’

, 、 价,
, x 。

)

d
汀x ,

dF ( 灭 ) _

汀x

:苦见 J;亏}亩县 4

厂 (厂 , ,

⋯
, 1 ,

定

, x ,

) ¼ ( x , ,
⋯ , O ,

理及补充证明
。

¹ F ( 万 ; ,

⋯
, 1

,

⋯
, 1,

⋯
, O,

, 、 :

) ¹ 厂 (了 : ,

⋯
, O , , 1 ,

⋯
,
、 。

) 田F 了 xl
, , 0 ,

⋯
, 二 。

)}
⋯

,

二 , ]
= F ( x 工

¹ F ( x l

, 1 ,

⋯
, x ,

) ¹ F ( x : ,

·

⋯ 0 ,

, 0 ,

⋯

r.,ILr
...L

⋯
, 1 , , 1 ,

⋯
, 1 , , 0 , , x 。

) ¹ F ( x , ,

⋯
, 0 ,

⋯
, 0 ,

⋯
, x 。

)

⋯
, x , .

)

( A ¼ B ) ¼ ( C困 D ) = A ¼ 召¼C ¹ D

又
’

: dF ( X )
d x s

二 F ( 无 , ,

⋯
, x 、,

一
, l , , x 。

) ¹ F ( x l ,

⋯
, 万 ‘, O

,

⋯
, x ,

)勺,,二10

,,

请见后面 芍 4 定理及补充证明
。

d

d x ,

dF ( X )
d勺

二

【
F ‘x ”

, I ,

⋯
, 1 , , x 。

) ¹ F ( x : ,
⋯

二 , 。,
⋯

, x 。

)
』
�
.
..J、夕

F ( x
: , 二

· ,

0 ,

⋯
, 1 , , x :

) ¹ F ( x , , 二 二 , O ,
⋯

, x ,

)

( x 工,

一
一1 ,

⋯
, 0 - , 劣 。

r.

l
‘F

¹一一

¹ F ( x , , 二

, 1 ,

, 0 ,

.

” , l ,

⋯

⋯
, 1 ,

⋯

, x ,

) ¹ F ( x , ,

, x ,

) ¼ F ( x , , , 0 ,

一
, 0 - , x ,

)

A ¼ B ¹ C ¹ D 二 A ¼C ¹ B¼刀

d d F

d x

( X ) _ d d F ( X )

血
‘ d价 d xi

谷 1一 2一 4性质
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d〔F (X )G (X )〕

d x ‘

= F ( X) 丝 凡
_

X
_

)

a X 『

一¼G ( X )
dF ( X

d x
爪 d F ( X )
、工

J一一一一一万

——
口X ‘

己G ( X )

d x i

证明
: F ( X )

dG ( X )
d x 、 ¼G ( X )

dF ( X )

d x :

。 dF ( X ) d G ( X )
又到 一 —

, - -
一一 —

一~ 面
~

一
以万 f 口X ‘

= F ‘X ,

【
G ‘X , ¹ G ‘牙 , 1¼ G ( X ,

【
F ( X ) ¼F ( 牙 ) 1

¹
【
F ( X , ¹ F ( 灵 , }【G ( X , ¹ G ( 灵 )

〕
一 F ( X )

【
G ( 二 ) ¼G ( 又 ) }: I

F ( x ) ¼ F ( 凳)
」【

G ( 二)¼G ( x ) ¹ G (牙 )

1
,.’ A B¹ A C 二 A ( B ¹ C )

一 F ( X ,

【
G ( X , ¹ G ( 又 ,

〕
¼
【
F ( X ) 。F (牙) 1【

o ¼G ( 又 ) 1
丫 A ¹ A = O

一 F ( X , {G ‘X , ¼G ( 又 , 1¼【
F ( X ) ¹ F ( 又 ) I G ( 又 )

,.’ O ¹ A = A
= F ( X ) G ( X ) ¼F ( X ) G ( X ) ¹ F ( X ) G ( X ) ¼F ( X ) G ( X )

二 F ( X ) G ( X ) ¹ O ¹ F ( X ) G ( X ) ⋯ A ¹ A = O

_ d 〔F ( X ) G ( X ) 〕

d x *

式中
: 尸 ( x ) 二 F ( x : ,

⋯
, x 、,

⋯
, x 。

)

F ( 火 ) = F ( x , ,

⋯
, x ‘,

⋯
, x ,

)

G ( X ) = G ( x l ,

⋯
,
泊

,

⋯
, x ,

)

G ( X ) 二 G ( x , ,

⋯
, x ‘,

一
, x ,

)

谷1一 2一 5 性质

娜
尤

扩
(工’〕

=
厂( ‘ , 超扩

’一 ¹ “ ‘ , dF ( X )

d x ‘
¹

d F ( X )

d x ‘

己召 ( X )

d x ‘

证明
: d 〔F ( X ) + G ( X ) 〕 _ d 〔F ( X ) + G ( X ) 〕

d x f d x ‘ 请见 虽 1一 2一 1性质
。

_ d 〔F ( X )
· G ( X ) 〕

d x ‘

.

: A 十 B = A · B

二 F ( X )
d G (

d x

d J X ) ¹ J ( x ) 兰
一

￡不工上 ¹ 丝尸{工)
“ X 云 口X 云

d G ( X )
d x ‘

= 尸 〔X )
d G ( X )

dx
、

一函 G ( X )
d F ( X )

dx
‘

¼
一

介 (了 )

了犷
-

dG ( X )

dx ‘

式中F ( X ) 是 F ( X ) 的补
,

怪1一 2一 6 性质

d 〔F ( X ) ¹ G ( X ) 〕

d x ‘

G ( X ) 是G ( X ) 的补
。

dF ( X )

d x ‘

。 JG ( X )
口夕

一

—
一一

一一
口 X ‘

证明
:

由 怪1一 1定义得
:
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d 〔F ( X ) ¼G ( X ) 〕

d x ;
= 〔F ( X ) ¹ G ( X ) 〕¹ 〔F ( X ) ¹ G ( X ) 〕

= F ( X ) ¼ F ( X ) ¹ G ( X ) ¹ ( X )

_ dF ( X )

d x ‘ ¹
d G ( X )

d x ‘

号2 定 义

仅 当在F ( X ) 中将
x ;
用其反 ( 即 x ; 代人后 ) , F ( X ) 逻辑值不变时

,

可以说布尔函

数F ( X ) 对 x j
无关 〔亦即 F ( x , ,

⋯
, x , ⋯

, x ,

) = F ( x , ,
⋯

, x ; ,

⋯
, x ,

) 〕
。

这一定义说明若把 F ‘X ) 当作一个组合逻辑电路的输出函数来考虑
,

则 只 有 当 任何

共他 变量
,

不管它们取任何值
, F ( X ) 都是和 x ; 的值无关的

, i线上的故障不影响F ( X )

的吴
l,

亏输出欣
。

卜
‘

向的定理所谈的这种无关性
,

使用布尔差 分就可容易地说明
。

谷3 定 理

函数F ( X ) 对 x ;
无关的充分必要条件是

dF ( X )
d x ‘

= O

证明
:
根据 互 2 定义和条件 F ( X ) = F ( X

d F ( X )
d x 、

二 F ( X ) ¹ F ( X ) 二 O

互 3一 1性质

d F ( X )

d x ‘

= 0 〔当F ( X ) 与 x 、

无关 〕

此性质由上述定理得来
。

3一 2性质

d F ( X )
d x ;

二 1 〔当 F ( X ) 仅仅依赖于 芜

补充证明
:
因为F ( X ) 仅仅依赖于 泊

011叨一�一一1一一)
若 F ( X ) = F (

则 F ( X ) = F (

因而 万 ( X ) ¹ F (

义 1 -
⋯

, 尤‘-

X 一,

X

, , ·

, X

“

二 , X

= 0 ¹ l =

亦即
d F ( X )

d x ;

F ( X ) = F ( x 工 ,

⋯
, x ‘,

⋯
, x n

F ( X ) = F

F ( X ) ¹ F (

尤 x ,

X =

⋯
, X ‘,

⋯
, X

则若

因而 l ¹ O 二
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亦即

各 3一 3 性质

d F ( X )

dx
‘

d 〔F ( X ) G ( X ) 〕

d x ;

一 二 F ( X )
d G ( X )

d x ; 〔当F ( X ) 与 x
.

无关〕

补充证明
: 丫 F ( X ) 与

x ‘

无关
.

,.
d F ( X ) _

dx
、

由 谷 1一 2一 4 性质可得
:

d 〔F ( X ) G ( X ) 〕
d X ,

= F (X )
dG (X )

d x i
一¼G (X )

dF (X ) 。 d F (X )

—
司夕 一 飞 一

一
“X f 口X ‘

JG ( X )

d x ‘

X)一
= F ( X )

dG (

d x ‘ ¹ 0 ¹ O

= F ( X )
d G ( X )

dx
‘

丫通函 0 二 A

荟 3一4 性质

d 〔F ( X ) + G ( X ) 〕 _

d x ;
厂 ( X )

d G ( X )

d x ‘ 〔当F ( X ) 与
x ‘

无关〕

补充证明
:
由 谷 l一2一 5 性质和 号 3一 1 性质得

d 〔F ( X ) + G (X ) 〕 _

d x ;
弃(x) 星咨‘匹2 ¼ J (x) 可五丛工¼

“X 宕 口 X i

d F ( X )

d x ‘

d G (X )
d x ‘

万 dG ( X )
气入 夕

—
一
a X 三

¹ O ¹ 0

= F (X )

各4

d G ( X )

d x ‘

定 理

dF ( X )

d X 、
= F ( x l ,

⋯
, x ‘一 , , 1 , x ‘十 工,

一
, x 。

) ¹ F ( x 工,
⋯

, x ‘一 , , 0 , x ‘
不

1 , x ,

对任意的 x , l ( i 《 n

本文补充证明分为如下三个步骤
:

( 一 ) 首先证明
:
若布尔函数 F ( X ) = F ( x , ,

⋯
,

泊
,
⋯

,

汽

则 F ( X ) 二 x ‘F ( x , ,
⋯

, x ‘一 : , 1 , x ‘+ , ,

⋯
, x 。

) ¼ x 、F ( x , ,

⋯
, x ‘一 , , 0 , x ‘+ ‘ ,

⋯
, x :

⋯⋯ 号 4一 1 式
为了方便缩写

,

令 F ( x , ,
⋯

, x ‘一 ; , 1 , x ‘十 , ,
⋯

, x ,

) = F ( z )

也就是在F ( X ) 中的 幻 用 价 = 1代人
。

同样缩写
,

令F ( x , ,

⋯
, x ‘一 , , 0 , x 、十 一,

⋯
, x 。

) = F ( 0 )

也就是在F ( X ) 中的
x ‘

用 x 、= O 代人
。

于是 互 4一 1 式表达为F ( X ) = x ‘F ( 1 ) ¹ x ‘F ( 0 )

⋯⋯ 怪 4一 2式
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因为F ( X ) 亦可最终变形 为

F ( X ) = A ( X ) + 泊B ( X ) + 价C ( X ) ⋯ ⋯ 9 4一 3 式

所以只须证 明

A ( X ) + x 、B ( X ) + x 、C ( X ) = x ;
F ( 1 ) ¼ x 、F ( O )

式中A ( X )
, B ( X )

, C ( X ) 为和
x ‘

无关的函数
。

当 x ‘= 1 代入 互 4一 3 式时得

F ( l ) = A ( X ) + l 一 B ( X ) + O ·

C ( X )

F ( 1 ) = A ( X ) + B ( X ) ⋯ ⋯ 号 4一4 式

当 x ‘= 0 代入 惫 4一 3 式时
,

得

F ( 0 ) = A ( X ) + C ( X ) ⋯ ⋯ 谷 4一 5 式

把 互 4一 4 , 9 4一 5 式代人 夸 4一 2 式的右边
,

得

X ‘; ( 1 ) 。 X ‘; ( 。卜
X 、

!A ( x ) + B ( x ) 1¼氛【A ( X , + C ‘X ) 1

7 7

= X 、

I
A ( X , + B ‘X , }只IA ‘X , + C ( X , }

+ X ‘

I A ‘X , + B ‘X , l;
、

== X ‘

I A ( X ) + B ( X , }!厂
+ 万( X ,

·

占 ( X ,

」
+

l氛
+ 万( X ,

·

百( X ,

=

【
X ‘A ( x ) + X ‘B ( X ,

」【
X ‘+ 万( X ,

·

反 X , 1
、

l氛
千万( X , 汀( X , }l

』;
‘

IA (、 ) + C ( 、) 1

【
A ( x ) + C (X )

〕
x fA ( X ) + x ‘C ( X ) l

= x ,A ( X ) + x ‘A ( X )A (X )C
’

( X ) + x ‘B ( X ) + x , B ( X ) A ( X ) C
’

( X ) + x ‘A ( X ) + x ‘C (X )

+ x ‘A ( X ) B (X ) A ( X ) + x ‘A ( X ) 月( X )C (X )

二 A ( x )
卜

+ 只}
+ ;

·

C ( X , l‘
+ 爪 X )若( X ) !

十 X ‘B (X ,

【
‘+ 牙( X , 万( X , 1

丫 A
·

A = O A 十 A = 1 1 + A = 0

二 A ( X ) + x ‘B ( X ) + x ‘C ( X ) 证毕

( 二 ) 其次证明布尔函数F ( X ) 二 F ( x , ,

⋯
,

价
,

一
, x 。

)

若 F ( X ) = F ( x , ,

⋯
, x ‘,

⋯
, x , , ) ⋯⋯ 号4一 6

则 F (X ) = x ‘F ( x , ,

⋯
, x ‘一 , , 1 , x : , , ,

⋯
, x 。

) ¹ x ‘F ( x ,
⋯

, x 、一 , , 0 , x ‘* ,
⋯

, x 一)

亦即 F ( X ) = x ‘F ( 1 ) ¼ x ‘F ( 0 ) ⋯⋯ 怪 4一 7

证明
: ,. · F ( X ) = A ( X ) + x ‘B ( X )

一

卜x .

C ( X )

则 F ( x ) 二 A ( X ) + x ‘B ( X ) 十 x :

C ( X )

= A ( X ) + x ‘B ( X ) + x ‘C (X )

所 以只须证明

‘ . .

⋯ 恳 4一 8

A ( X ) + x ‘B ( X ) + x .

C ( X ) = x ‘F ( 1 ) ¹ x ‘F ( 0 )

把 芍 4一4 , 9 4一 5 式代人 9 4一 7 的右边
,

得
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; : ( l ) ¹ X ‘F ( 。 ) = ;
‘

l, ( 、 ) + B ( x ) }¹
x ‘

IA ( X ) + C ‘X ) }
一 ; 、

IA (二 ) + B ( 二 ) }
X 、

l“ (F ) + C ( X )
」

+ 牙
‘

!A ( X ) + B (X , }
X ;

【
A ( X ) + C ( ; )

」
氛A ( X ) + ; B (X , 1{只

+爪X , 民X ,

〕
+

I
X ‘+ 云X ,

·

瓦X , l【
X 、A 、X , + X ‘C ( 二)

」
= x 、A (X ) + x ‘A ( X ) A (X ) C ( X ) + 无

,

B (X ) + x : B ( X )A ( X ) C ( X ) + x ,

A ( X ) + x 、C ( X )

+ A ( X ) B (X ) x ‘A (X ) + A ( X ) B ( X ) x ,

C ( X )

= A ( X ) ( x ‘+ x 、) + x *B ( X )

= A ( X ) + x ‘B ( X ) + x ‘C ( X )

( 三 ) 最后证明 苍4 定理
:

{ l + A ( X ) C (X ) + x ‘C ( X )

证毕

{卜云X ) 瓦X ) }

dF ( X )

d x ‘

二 F ( x , ,

⋯
,

筋
一 : , , x 、+ , ,

一
, x 。

) ¹ F ( x : ,

⋯
, x ‘一 ; , 0 , x 、+ 工,

一
, x ,

一缩写即

证明
:

d F ( X )
d x ;

= F ( l ) ¼ F ( O )

上即 谷 4 式
,

按布尔差分定义

夕 万工
一

汇
= F (x

、,

⋯

a X f

x 正,
⋯

, x 。

) ¹ F ( x : ,
一

, x i ,
一

, x 。

)

二 F ( X ) ¼ F ( X ) 以 谷 4一 2 式和 夸 4一 7 式代必
、

得

=

{
X 「F ( l ) ¼ ;

‘F ( 。 ) }¹ !;
‘F ‘1 ) ¹ X !

F ( 。 )
」

= x 、F ( 1 ) ¹ x fF ( 0 ) ¼ x ‘F ( l ) ¹ x ‘F ( 0 )

一 F ( ‘ , I
X ‘¹ ;

‘

}¹ F ‘。 )
【

X ‘¹ ;
‘

} 丫 x ‘¹ x :

= F ( l ) ¹ F ( 0 )

= F ( x l ,

⋯
, x ‘一 , , l , x ‘* , ,

⋯
, x ,

) ¹ F ( x , ,
,

二 , x , 一 , ,

0 , x ‘十 1 ,
⋯

, x 。

)

证毕

虽5 定 理

如果F ( X ) 在形式上可表达为

F ( X ) = A ( X ) + x ‘B ( X ) + x ‘C ( X )

其中A ( X )
、 B ( X ) 和C ( X ) 不是

x ‘的函数
,

贝!l

d尸 5
_

X) 一 「。 ( x ) ¼ c ( x ) 1, ( x )

“工 1 L J

本文补证如下
:

因A ( X )
、 B ( X )

、

C ( X ) 都不是
x ‘

的函数
,

故令A ( X ) = A , B ( X ) = B ; C ( X ) = C
。

: F ( X ) = A ( X ) + x , B ( X ) + x ‘C ( X ) 二 A + x ‘B + x ‘C

F ( X ) = A ( X ) 十 x ,B ( X ) + x ‘C ( X ) = A + x ‘B + x 刃
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d F ( X ) _

d x ‘
F ( X ) ¹ F ( X )

!A
+ X 、B + ;

‘C }¹ !A + ;
‘B

一

卜X ,

C

」

IA
+ X ‘B + 歹

‘C l{A + ;
‘B + X ‘C
〕
+

I A
+ X ‘B + ;

‘C

』!A
+ ;

‘B + X ‘C l

【
A + x 、B + ;

‘C }l“
·

;
‘B
一

C
」
+ !“一B

·

歹
‘C
」!A + ;

‘B + X ‘C
〕

一。 ( ,
·

而
·

呀、 )
+ 歹

‘。(、
·

而
·

丽 )
+ ;

‘·

。( ,
·

‘活
·

汗 )
+ X 、C (

·
,一B ·

;
·

C

) ,.’ A ·

A = 0

二 x ‘B 一

A ( x 、+ B ) ( x ‘+ C ) + x 、C
一

A ( x ‘+ B ) ( x ‘+ C )

+ x ‘B
.

A ( x ‘+ 方 ) ( x ‘+ C ) + x ‘C
一

A ( x ‘+ 月 ) ( x ‘+ C )

二 x ‘B A ( x 、C + x ‘B + B C ) + x 、C A ( x ‘C + x 、B + B C )

+ x ‘B A ( x 、C + x ‘刀+ B C ) + x ‘A C ( x ‘C+ x ‘B + B C )

x ‘A B C + x ‘A B C + x ‘A B C + x 、A B C

xi 万( B 行十 云c ) + 元A ( 云C十 B乙)

‘X 、+ ;
‘

, l’ ( B ¹ C ) }

.’. A x A = 0

二
万 ( 刀¹ C )

=
万( 二 )

【
B ‘X ) ¼ C ( X ) } 证毕

恳6 定

假设F ( x ) =
n G 、 ( 犬 ) ,

其 「I”X = ( x , ,

⋯

理

x ‘,

⋯
, x ,

)
自一 1

乙同
。 J

dF ( X ) f
111 1}一

—
一

二 .
叮X

:
L
ll G * ( X ) + I I G 、 ( X

白。 】

d G * ( X )
d x .

式中 X * 二 ( x ; ,

⋯
,

二
,

⋯
, x 。

)

本文补充证明如下
:

准备公式
: n G 。= a : · a : · ·

⋯
a 。一 : · a ,

自.

召二哥 吕,

初级布尔函数 n
a * = 。 , · 。 : · ·

⋯
a 。 一 : · a 。 = 。 : · 。 2 ·

⋯

‘二. 口二, ~ ~
. . -

a 。-
一 a , = a ; + a : + ⋯ + a 。 一 l + a .

为一 1
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二
乙

。 、

一 I--I
a * =

乙一
* 二

乙毛
。 ’ . ’ ‘ ’ ‘

犷
一 ’

按布尔差分定义

圣6 一 l

d F ( X )

d x :

=
IIG

*
( X ) ¹ H G 。 ( x * )

= n ‘
。 ( x ) n 吼 ( x , ) + n G , ( x ) n G ( x “ )

二

1I G
、 ( 尤 )

·

乙 C 、 ( 尤 * ) + E G * ( 义 )
·

I I G
、 ( 尤 * )

注意到 I I G 、( X ) = G * ( X ) n G 、 ( X ) llG
* ( % *

) = G 。( 火 * ) n G 。 ( X
’

)

!II G 、 ( 犬 ) ]‘“
尤 ’一 。 !n G 。(尤 * ) l‘

、( X 示
’= 0

G
1
..J

{n G ; ( 无 ) }‘
盏( X ·

) = G 而(“ ) lI I G * (劝」云
。 ( X ·

, =

{n G 、( x ) ( X ) G * ( 笼

⋯⋯ 虽 6一 2 式

同理
: [只

G “X ‘
:

, ]乙
为
‘X ” 二

[ n G 。 (尤 * ) }云
为
‘X , G 左

‘X ” ⋯⋯ 芍 6一 3 丘女

!I I G 、 ( 尤 ) ⋯ ⋯ 苍 6一 4 式

ln G 。 ( x * )

」西
、 ( 二卜。。( x ·

卜 。

1云
、( 二· )

·

。
* (二 ) 一 。

⋯⋯ 谷 6一 5 式

dF ( X )

d x ‘

=

[愈
G 、 (二 ) } [‘

1 (、 ·

小 [息
G * (X , ] [云

2 ‘X ·

小
⋯

+

[红
G * ( x ) }[云

, ·

( X ·

, ]
+

[愈
G * (X

·

, ] [云
1‘X , ]
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+

[立
G 人(X

·
,

11云
2

(X ,

1
+ ⋯ +

[立
G * (X

·
,

1[云
m
‘X ,

l

把 圣 6一 2 ,

号 6一 3 ,

号 6一 4 ,

号 6一 5 式代入得

“尸

鑫严
) 一

{立
‘* (、 ,

11云
! (X

·
,

〕I
G

!
(X ,

]
+

[应
G 点‘X ,

}[
G

工
‘X

·

,

}沙
!
‘X ,

]

、
一

l立
G 。(X ,

][西
2
(X

·

,

][
G

孟
、X ,

1
+

[业
G 由‘X ,

][
G

Z
〔X ”
〕[云

2
‘X ,

]
+ ⋯

一

。

[立
G 寿(X ,

][云
阴
‘X

,
,

}[
G
八
‘X ,

}
,
一

!n 吼(X )〕{
G

,·

(X
’
)

〕l云
。
(X ,

}

n G
、
(大

*
)][云

1
(x ,

][
G

」
(X

·
)

卜[立
G * (‘

·
,

}[
G

l
、X ,

}[云
工(X

·
,

]

一

[慈
G 、(:

·
)

]I云
2
(X ,

]I
G

Z
(X

·
,

}
十

l立
G 。(“

·

,

][
G Z
‘X ,

}[云
2

‘X ”
]
+ ⋯

·

!丝
G 一 、

·
)

][西
爪
(、,

]!
G

,4

(X · ,

1
+

[立
G 。‘X

·
,

]l
‘
阴
‘X ,

][云
,

‘X
·

,

]

一

少
八
(、 ,

卜
‘ ,

·

云
飞
(X* ,

一

于云
!
‘尤 ,

·

G
工
(尤”

!

一

、
一

六
G

、

(、)
!
G

:
(: )

·

云
;
(:

·
)十云

:
(: )

·

:
2
(X* 弓

十 ⋯

+

六
: 。(; )

[
。

二
(: )云

,。

(*
·
) + 云

。
(: )。

,·

(x
·

)
l

+ l上G
、
(X

*
) {

G
l
(X ,云

1 (“” 、
一

G
!

(X , G
l
‘X

·

,

}

+

只
G * (、

·

,

[
G

Z ‘“ ,丢
2
(‘

·
, + 艺

2
‘X , G

Z
‘X ”

1

十

户
G * (X

·
,

卜
(X ,‘

,
(X

·
, + 西

。
(X , G

。
‘X

·
,

l

+ ⋯

二

系
G

。
(x )
[四 + n G * (X )

「 己G
,

(X ) 1
.

马一一
~

下下一

—
、十

‘ . ’

l 口万‘ J

, ..JX一
‘了几、X

-
,

以
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+ n G 。 (X )
动口

用

(X )

为.
d 万

‘ l
+

众
G 、(X

·

,

【卫毛产
一

1一

.....‘

1..J

一
+ n G 、(X

*
)尸氰严兰 1

+

唯
一

曝梦乙」

⋯ + n G 、(X
,
)

为一 1 为 . 1
l

d G 武 X )

d x ‘

=
n G 、 (X )
自 .

+ n G 、(x
*

)
血一 1

d G * (X )

d 万
‘ }

=

[加
(X) 十

加
(X* )

雌
一

汽华

虽7 定 理

假设F ( x ) =
乙 G 、(x )

,

则
佬 . 1

d F ( X )

d x ‘ 一【立
氏 (X ) + n G 。(X

*

)
白,

dG 、(X )

d x ‘

式中 X
、

X 哈
与 号 6 定理的定义相同

本文补充证明如下
:

因为兄
a 、= 叭不

。

牙+ ⋯ + a , = a 一 a : .

⋯ 云
=

n 认
自, l 翔.

曰

dF ( X )

d x ‘ 一

d 乙 G 。(X ) d E G 。(X )

为一 I

d x 、

_
_ _ 几. 1

一 d x , 见性质 恳 1一 2一 1

‘ 11 云
‘(X )

自一 盆

代入 县 6 定理一一一
l

一dx一一

n 否
* (x )+ 11 云

* (了
*

)
d G 。 ( X )

X

d G 、 ( X )

d x ‘ 一

JG 、 ( X )

d x ‘

为. 1 山一 1
}弓

r
..

.L

一一

二

【只云
* (x ) + n 云

‘(无
*

)

为。
〕
于

一

哆昼鱼二I )

台 dx
‘ 证毕

各8 求逻辑函数布尔差分的方法

求逻辑函数的布尔差分
,

至少有六种方法
,

下面用一两个具体的例来讨论
。

例 :
求逻辑函数尸( X ) = x L x Z x : x ‘

+ x : x : 丫 3 对万 ,
的布尔差分

。
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方法 (一 )
:

也叫解析法
,

主要用 谷 1一 2一 1 到 怪 1一 2一 6 及 荟 3一 1 到 谷 3一 4 的十条

侧质
,

也可选用定理 9 6
、

定理 互 7
。

d F ( X ) _

d x 工

l d (x
, x , x ,

) ~ 「 一 1
.

—
一全少

一

二 一岑 l x 主x Z x 3 .
J a X 一 L J

¹

{;
l x 2

;
3 x 4

d ( x 一x : x 3 )
d x !

d ( x : x : x 3 x ‘ )

d x :

d ( x 一x Z x : x 4 )
d x l 根据 苍1一 2一 5 性质

「 , 一 1 「 d( x , x ,

) ~ 一 dx
,

。 dx
l

= L不
‘万 ‘尤 3 不 ‘

」t 万 ‘

飞斌 田劣’万 ,
豆石一口

~ .

舀不
一 ’

d ( x Z x 。 )
d x l }

¼
卜

1

;
2
一 11;

!
一

鱼盘军过
¹ ‘X Z ;

3 X ·

,

会
¼

斋
¹
卜

,
一

弋丁崛
(
动

3
,

会
¼
会

一 一

丝‘奋量介王1[ 万

d ( x : x 3 x ‘

)
d x l 1

d ( x : x : x : )

d x l

d x

¼ ( ‘ 2 x 3 ‘ 4
’
斌

¼
d ( x Z x 3 x ‘ )

d x l 根据 虽1一 2一 4 性质
X工Xd一d

一

三
, x : x 3 x ‘ ( x Z x 3 ) ¹ x , x Z x : ( x Z x 。 x ‘ )

= x 2 x 3 + x Z x 3 x ‘

根据 号 3一 z 、

苍3一 2 性质及
a a = 0

方法 ( 二 )

dF ( X )
d x l

:
这种方法根据定理 芍 4

= ( 0 · x Z x 3 x ‘ + l · x Z x : ) ¼ ( 1· x Z x 3 x ‘ + 0 · x Z x : )

= x 。x 。¹ x : x : x ‘

= x 2 x 3 + x Z x 3 x ‘

方法 ( 三 ) :

这种方法根据定理 谷 5

由 F ( X ) = x : x Z x 。 x ‘ + x , x Z x : ,

得

A ( X ) = 0 B ( X ) = x 2 x 3 , C ( X ) = x : x : x ‘

d F ( X ) _

d x l

B ‘X , ¼ C ‘X ) }万( x )

‘;
2 X 3

, ¹ ( X Z

;
2 X 3

门
·

‘

r-.I.L工
...
esL

= x 2 x 3 + x Z x 3 x ‘

除了以上三种解析法
,

此外还有三种图形法
,

下面分别说明
.

方法 ( 四 )
:
根据布尔差分定义

:

dF ( X )
d x ‘

= F ( x : , x : ,
⋯ x ‘,

⋯
, x 。

) ¹ F ( x : ,
⋯

, x ‘,

⋯
, x .

)

步骤
:
以下例说明

例 ¹
: F ( X ) = x , x : x 3 x ‘ x + x , x : x 3

¹ 把F ( x , ,

一
,
泊

,

⋯
, x 。

) 填人 K一 m a p 如图 怪 8一 1 ( A )
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F ( X ) 二 x , x Z 劣。 x ‘十 x 工x , 二3

º 求出 F ( X ) 二 尸 ( 义 , ,

一
,

泊
,

一
, 二 。

)

相对应的为

F ( X ) = 久
一

, x : x 3 x 4 + x , 工 2
勺

» 亨良据 1 ¹ 1 = 0 1¼ O 二 1的原则
,

填人 K一 m a p 图 谷 8一 l ( B ) 中
,

如与F ( X )

求 出图 谷 8一 1 ( C )

¼按K一 m aP 简化逻辑函敛为办法
,

求 出图 县 8一 l (O 的逻辑表达式
,

即
dF ( X )

d x l

11111111111

!!!!!!!!!!!

支支支支支支

!!!!!!!!!!!

11111111111

里里里里里里

二二二
曰 曰. . . . . . . . ... . . . . . . . ...

二二
止止止止匡匡匡

飞飞飞飞飞 了了
夕夕夕

日日日

义义
图 芬 s 一 1 ( A ) 图 虽 8 一 1 ( B )

F ( 尤 ) 已 歹
、二 ,

牙
3 , ; + x ,

式
二 , F ( 叉 ) ! 二 , 二 2

及
3 x , +

图 虽 8 一 1 ( C )

二 , x : x 3 J F ‘
详

一

, 一
x :
又
。二 ‘ + ; : ‘ .

口 万 里

例 ¹ F ( X ) = x t x : 尤 3 x 、 十 x 、二 2 x 3 , ( A ) 图与 ( B ) 中对应的最小 项 ( K 一m a p 为

“ l ” 的 ) 彼此都不同
,

因此这里只用到 1¼ 0 二 1
。

例 º 求F ( x ) 二

只刃
‘ 十 二 ,

刃
。十 x :

二
‘

对 、 ;
的布尔差分

。

解
: F ( 尤 ) 二 x 3 x ‘ + 、 , x 。 + x : ;

一

咭

里里里里里里里里里里里里 里里 笠笠 工工工工工工 门门生生生 111 里里 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
11111111111111111111111 笼笼笼笼笼

. 一一
. .

. .
. 口

.

.

一
,,

一-
.... 二二尸. . . 月月

里里里里里 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 工工工工工工工工工工工工工工工工工占占占占卫卫

里里里里里里里里里里里里 11111111111
砚竺竺 旦. . 日,巴..... . . . 二巴, . ,,

生生生生生 艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺艺 田田田田田田田田田田田田田}f
一

111}! }}}国国....................... 一 ~ . . . . . ,,,,

图 景a 一 2 ( a ) 图 县 8 一 2 ( b ) 图 虽 8 一 2 ( c )

F ( x ) 二 妥
3

妥
‘ + x ;

妥
: + 二 1

牙
‘ 石

’

( 见 ) 。交
:
买
‘ + 歹

,

反
: +
或二 d F ( 尤 )

d 二 , . x , 戈 毛 + % 3
“

在K一 m a p 苍 8一 2 ( A ) 中和 K 一 m a p 怪 a一2 ( B ) 图中
,

有四个单 元
,

相 同 出 现

a l ” ,

即 ( 0 0 0 0 ) ,

( 0 10 0 )
,

圣8一 2 ( C ) 中
,

这四 个单元为 O

( 110 0 ) , ( x o o o ) ,

按 l ¼ 1 二 0 ,

所 以 在 K一 m a p
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方法 (五 )
:

利用逻辑函数的K一 m a p ,

求出其质异或形式
。

这一方法的基本原理是
:
在 K 一m a p 中每一个取

“ 1 ” 的单元
,

只允许 圈奇数次
,

而对

奇数个
“ 1 ” 进行逻辑

“加” ( + ) 和进行异或运算
“ ¹ ” ,

所得的结果部为
“ 1 ” ,

即

1 十 1 + “
· + 1 二 1 ¹ 1 ¹ “

·

¹ 1
、~

一
- 一一

一- - -

_
、

一

一
一一一 /

Z k + 1

K = 0 , 1 , 2

K 》 O 的整数

二
, , n

Zk + 1

步骤
:

¹ 把逻辑函 F ( X ) 填人 K一 m a p
。

º 对 K一 m a p , F ( X ) 的每一单元按照只能用奇数次进行分组 ( 画圈 ) 原 则
,

即 可 将

F ( X ) 转换 为它的质异或形式
。

» F (X ) 的质异或形式应用 号 1一 2一 l 至 县 1一 2一 6 性质
,

即可得到
J尸 ( X )

d 万 ‘
的结果

。

例 I F ( X ) = x l 劣 2 x 3 丫 ‘ + x l义 : x s

= ( x 工x Z x 3 x ‘ ) ¹ ( x : x Z x 。 )

见图 荟8一 3

d F ( X ) _

d x l
卫

一

业
,

百必位工 ¹ 些J户主旦 )一
-

“ x l “ x l

J ( x : x 3 义 4 )

d x l ¼ ( x Z x 3 x ‘ )

¹ x ,
一

己 (
巧扮
环 X

¹ ( x : x 3 )
d x ,

~ d x l

一

丁 一 ‘

一岑 一
: 一少

a x 一 以万 1

~ d x
,

毛一 ¹ 共 ,
-

z ~ d x l

d ( x Z
场

d x l

d ( x Z 劣 3 x 、 )

d x i

一
心dx尸..L一X

一一

= ( :
」

: 万。光 、 ) ¹ ( 万 2 劣 3 )

= ( x 2 x 3 万 4
) ( x Z x 。

) + ( x Z x 3 厂‘ ) ( x Z x 3
)

二 x 2 x 3 x 4 + x Z x :

讨论
: 上面的例子K一 m a p 中 ( 见图 号 8一 3 ) 每一个为

“ 1 ” 的单元都只有可能 画 一

个圈
,

所以每一个
“ 1 ” 的单元

,

只有奇数个圈
。

对于有两个或两个以上的合并 方 向 的 单

¹¹¹
_______

拟拟七七
才才

汇汇劝劝悦悦悦悦悦悦
弓弓~ ~ 二二艺艺艺艺 q门知 一 二二

又又又又又以以

汪汪汪汪汪八八

图 虽 8 一 3 图 恳 8 一 4

夕 ( X ) 二 , : , : 军 , , ‘ + , 1 “ : 父 : F (X ) = % , 4 + 劣 」 戈 一 + 义 l x -
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,

特别要注意到画圈只允许奇数次
。

见 图 9 8一 4 的例 Z F ( x ) 二 x 3 x ‘
十 x , x 。 十 x , x 4

的

最小项 ( 1 1 0。 )
,

( 1 0 0 0 )
,

应有奇数次 ( 三次 ) 被画圈
,

而其他单元也应 有 奇 数 次 (一

次 )
。

例 2
: F ( X ) = x 3 x ‘ + x , x 3 月

一 x , x 4

= ( x 3 x ‘
) ¹ ( x , x : ) ¹ ( x , x 4

d F ( X )
d x ,

二 一

夕 今
‘

过 ¼兰 (李
x

过 ¹
a 义 一 口义 l

d ( x , x ‘ )

d x l

二 O ¼ x ; 绒介 ¹ ;
3 一

尾红¹ 率
,
一份

一 ¹ 二 , 一

书
一¼二

‘

汉x l 以x l a 义 l a 万 x a x l

d x l

d x L ¹
d x l

d x ,

‘歹
‘

d x l

= x : ¹ x 4 二 x 3 x ; + x 3 x 4

方法 ( 六 ) :
绕着 x ‘

旋转求
dF ( X )

d x 、

规则 1 :
在 F ( X ) 的 K一 m a p 中

,

产生一个
“ l ” : 如果在图中产生的这个

“ l ”
是

F ( X ) 对轴 x ‘

的最小映象
,

同时产生 的这个
“ 1 ”

所占用的单元不被 F ( X ) 的一个 “ 1 ”

( 最小项 ) 所占用
。

〔如图 谷 s一 5 ( A )
·

( B ) 〕

规则 2
:

如果 F ( X ) 对 x ,

轴 的一个最小映象产生的
“ l ”

所占用的单元已被 F ( X )

的一个
“ 1 ” ( 最小项 ) 所占用

,

则将 F ( X ) 的一 个
“ 1 ” ( 最小 项 ) 从 图 中 删 去

。

如

例 2图 互 8一 6 。

例 1 : F ( X ) = x : x Z x : x 4 + x : x Z x ‘

丙
.

少
‘

』』』』布泛泛泛..... ~ . . . 叫叫卜. 目碑, .....

认认认认认 fff
夕夕

’’’’

丈丈

全全全 全全 全全 全全
...

一一一
. . 日.

.
, . . .. . . . .

~
,,

工工
ZZZ尸一一

. , ---上上上、、走走走走走
... , , . 门门 . . . . 口. . .......

...

一一一一万万万 } III I至至、、‘. ~ ~~~~~~~

令
冈。

图 虽 8 一 5 ( A ) 图 号 s 一 5 ( B ) 图 虽8 一 6

d F ( X )

d x ,
= x Z 义 , 义 4 + x : x ,

d F ( X )

d , :
. X : 劣 一X 一 + 戈 i 万 .

d F ( X )

d 劣 ;
牛 s劣 一 + 劣 盆义 -

说明 表示F ( X ) 的最小项 ,

表示被加上的 l ,
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王表示函数中的 l 被删去
。

讨论
:
例 l 的 K一 m a p x : 可能为一个轴

,

如图 愁 8一 5 ( A )
,

也可能为 两 个 轴 如 图

吞 8一 5 ( B )
,

同样得到
d F ( X )

d x r
== x : x s x 一 + x : x s

例 Z F ( X ) = x : x ‘ + x : x : + x : x 4

其中
:

( 0 0 0 0 )
、

( 0 1 0 0 )
、

( 1 0 0 0 )
、

已被 F ( X ) 的最小项所占用而被删去
。

( 1 1 0 0 ) 绕 军 :

轴产生的
“ 1 ” 所占用的 单 元

d F ( X )

dxl
== x s x ‘ + x : x ‘
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