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摘 要

本文是文 〔1〕的继续和深入
,

在 此我们引用 了逻拜导数及在 W al s h 变换下的徽分

性质
,

给 出 了在已知 系统偷入
、

输 出持性下求解 传递函数和 状态空间诸 系数拒阵
,

韭描

述 了确 定其具休数值岭最佳逼近方法
; 同时

,

也给 出 了在已知 系统传递 函数 系数的情况

下
,

求解过 渡过程的逻样微分方程的方法
。

文后
,

对 W al s h 变换在现代控制论的其它

若干领域的应 用作 了探讨性 的描述
,

得 出了一些 有意 义的新结果
。

一
、

引 言

在文 〔1 〕中
,

我们已讨论了 W al sh 函数 的若干性质和应用
,

本文将研究它的一些其它

特性和应用
。

限于篇幅
,

凡是文 〔1 〕中讨论过 W al sh 函数的特 性
,

在此均从简或略去
。

设 p 为大于 1 的整数
, t

、
x 为非负实数

, 尸 进广义 W al sh 函数定义为〔2 ]:

w 、, , 二)三w
尸 (, , 二) = 一;

{要
(, o X ,

} ( 1 )

任一满足 D ir ic h le t 条件的周期函数 别 约
,

展开为正交的 W al sh 级数为
:

C C

x (t) = E a n

w
n
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若 义(t) 〔L Z (0
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1 )

,
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:
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则广义多元 W al s h 变换存在
。

令 L = L’ (R
,
) 表示 R 十

空间上
, 元函数 L 可积函数空间

,

L’ 中的函数 f( x : , x : ,

x. )的 W
a lsh 变式定义为

:

八yl
, y Z ,

⋯ ⋯y
。

) =

⋯热 )dx
1 d x :

· ·

一 d气

f OC r OC r OC
, 、

一
Jo J。

‘

” ”
’

J。 ‘ (戈 ‘’ 戈 2
” “

’ ‘ ’

“ ’ W (‘ , , ‘ 2 ,
’ ‘ ’ ‘

”气 ’

yl, ”
’

~

( 5 )

其中 W (x : , x Z ,

⋯ ⋯ x
, ; 夕l , 夕: ,

⋯ ⋯夕
。

)是 (x , , x : ,
⋯ ⋯ x

,

)和妙
: , 夕: ,

⋯⋯儿)〔R ,

的P 进

,
元 W

a lsh 函数
。

若雨函数 I
, g 任与

* * 、,

则其 p 进制卷积定 义为
:

(了* , , 、, , =

{沈 , (U )g (,。 u )‘u

J O

( 6 )

二
、

逻辑导数及W a ls h变换的微分性质
“一 “’

我们定义 p 进逻辑导数为
: 若了(劝 〔L(

R , ) 的实或复值函数和式〔”1

N

E
k 二 一 N

p ‘( E A
,

f(x ¼jp
一

卜 1 ) ) .
J , 0

( 7 )

当 N ) oc 时按照 L ( * 十 ) 范数收敛
,

亦即存在 g ( x) 任与
; + ) ,

使得 [ ‘、

1i m }1 E P 舟 ( E A zj( x ¼jp
一

卜 ‘) 一 g (二 )1!: = 0
j , 0

( 8 )
N 一辛 明戈 , k . 一 N

则称s ( x )为f( x )的强逻辑导数
,

记为g = 5 1’]f
。

如果对于 x 。〔R + j 有
:

A ,了( x
。¹ ,p一

, 1
= Z ( 9 )

则称 z 为 f (劝在点x 。的逻辑导数
,

记为
: z 二 f[ ’] (x 。)

鉴于 W al s h 函数不属于 L ( : , ) ,

故不考虑其强逻辑导数
,

此外据式 (9) 对 x 可 求 出 其

按点逻辑导数 (视 y 为参数 )
。

CC

W [1] ( y ,

幼 = 艺 A , W (夕 , 戈¼户P一卜 ’) = 夕W (夕 , 大 ) ( 10 )问E州P

一一 一
, 、

r Z汀 i ~
、 1

共甲 昨 ( y , X ) = e X P 乍一蕊一 吃y口 X ) 矛j
、 F J

尔后据二〔幻
: yo x = 习 夕白浑工一 。

k二
r

利用数学归纳法可以证明
:

.
当 , = : 时

,

用 〔3〕中的方法可导出式 ( 7 , 为 芸
: “〔了( 二 , 一了(殉

2·“)〕

k 二 一
。
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W lrl (y
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_
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*
若 I

‘, (, )是f扭)的 W
a lsh 一 F o “r ie r

变 换
,

当f
,

f[ 1 1任L : 时
,

我们有
:

〔r[ : J(x )〕八 (; ) 二 , r八 (, )

(1 1 )

于是
. , : 1 , (二 ) =

【OC
, , “。, )w ‘,

, 二)a,

, O

(1 3 )

同理
,

用归纳法可以证出
:

〔r[
·
; (x )〕A (, ) 一 ,

!

r八 (, )

它的逆 W
a lsh 变换为

:

(1 4 )

I上
『
l (x ) =

J
OC ,

r

jA (, )w (, , x )d ,

0

(1 5 )

上述的逻辑导数及 W al sh 变换的微分性质均属于线性算子
。

另则 ; 上述的结果现 已 推

广至多元 W
a lsh变换的情形 〔‘1[ “了,

在此不加叙述
。

三
、

W a ls h 变换在线性系统分析综合中的应用

8
.

1 : 线性定常系统的传递函数综合

对于单被调量系统在给定控制和扰动作用下
,

其动态过程的微分方程可描述为〔。I:

V公
+

宕二 1

d ‘y (￡)

d 言‘

护月

乙
毋了(t )
d 忿自

Q

n习

j= 1

二 d jg (才)
口

.

—
一 二

—
4 tJ

(1 6 )
叱= 1

其中
: y( t) 为被调量

, g (t)为给定控制作用
,

了(t) 为主扰动作用
。

我们对系统的要求是
: 从控制的角度希望y( t) 准确地跟随着 s (t) 变化

,

从扰动的角度
,

希望 y( t) 不受 f( t) 的影响
。

因此
,

在理想情况下 要 求
: L、= 0

,
瓦二 1

,
2

,
·

一
, , 。 ‘二

外

卜卜 1
, 2 ,

⋯ ⋯ , 。

若令
:
y( 0) 二

到(0 ) = ⋯⋯ 二到。 (0 ) 二 。
,

则理想条件可写为
:

y (‘)= g (￡)
, 0《才< a , g (t) 一 y(t) == e (t) = 0 (1 7 )

式中 。(t) 为误差的时间函数
。

满足式 (17 )的 “
不变性

” 系统实际上是不存 在 的
。

在 应

用中
,

对方程式 (1 6) 的要求只能是尽 可能多的低阶系 数 相 等
。

即 L。= o ,
k 二 1 , 2 ,

⋯ ⋯ ;

k < 、 。; 二 玩
, ￡= j= 1 , 2 ,

⋯ ⋯￡< , 。

对误差的要求只能是 }e( t) ! 大于零
,

但时刻接近 于

零
。

用误差函数积分大小来表示系统品质的优劣
,

常用的有
:

5 1 =

J百
}
·(, ) !“, , S 么 ·

J言
一 (, ,‘,

, 5 3 =

f百
“
·“ , ‘“‘⋯⋯

(1 8 )

据上述分析
,

我们现在可以从已知系统输入输出特性的情况下
,

求动态系统的传递函数

诸系数
。

从满足
“近似不变性

” 系统要求的微分方程可改写为
:

, ” (t) + a :

, (n 一 1 )(: ) + a卜 1 , (卜 2 )(: ) + ⋯
‘二 + a : , (1 ) (: ) + a l , (: )

二 。
.

‘(卜 1 ) (r) + 。。一 : (卜 2 )(t) + 二 ,

⋯。
2 9 (1 ) (r) + 。: 。(t) (1 9 )

将式 (1 9 )从 O 到 t 地进行两边积分后可得
:
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系统实测的输出与给定要求输出之间的偏差是
:

“‘, = ’“ , +

【
一

了
, ( , , d ,

; + ·卜 :

萝J
r 才 r t : r
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⋯⋯“
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若用

差
。

有
:

e ( 才)

W al sh 级数去逼近上述函数
,

在 〔O
, 1 〕内取 m 个子区间

,

可得到每个区间的偏

= 久中 (公)
, 夕( t ) 二 C小 (才) , g ( 玄) == H 中( 公) ( 2 2 )

式中元
、

C
、

H 均为 I X m 的行矩阵
,

J
t 乙
中 ( r) d 君= p 中 ( t ) ,

0

且C
、

H 为已知的
。

八
中 ( t ) d t : d t : = p ,

小( 忿) ,

同时我们令
:

⋯ ⋯

《JtJ.. :
tl0.

I
J
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P
n
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巾
一
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则方程式 ( 2 2) 可改写为
:

琳 优 r
_

乙 久中 (才
,

) =
.
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·
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·
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将式 (23 )综合成矩阵形式有
:

C P

附 琳
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兄
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·
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式 ( 2 4 )仅是待求系数
。。 · ·

⋯心
: b

。

⋯⋯ b :
的函数 , 令

.
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则式 (2 4 )变为
:
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‘
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,
’
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名= 1 玄= 1

要得到最佳逼近
,

应使
丁砂 (约dt 为最小

,

在此应需 m 个子区间的偏差的平方和为最

小
,

从式 (2 6) 中易知
,

它们是 X 的函数
,

故对误差平方求和业令其导数为零可得
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一

H P
]
T

}
·

{[纂] ICP
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r...L,

l
曰

经整理 后则得
:

_

)
一

‘ }

【
一

; ’!
一

寡’
T

⋯
【

一

寡’
“T

{
(2 8 )

厂

!|
les

l
‘l|
es
.

、
一

!

一一

�l

||
|
....

少
么⋯al阮⋯饥

一一X

如果上述系数是最佳的话
,

且该系统是稳定的
,

则应满足下述关系 ( 对无超 调 系 统而

官 )

+ a o y ( t ) 二 O ( 2 9 )

y ( t ) d t 二 0
r.....

八UO+

设方程 ( 1 9) 的齐次方程为
:

a 。夕 (
,
) ( t ) + a 。 一 : 夕 (卜

‘ ) ( t ) + ⋯ ⋯

积分后可得
:

O C

o o

y
’“一 ‘ ’

( t ) l + a 。

一 y
’“ 一 “ J

( t )
. 0

令
:

夕(卜 ‘ ) (oc ) = y (卜 “ ) ( oc ) =

有
:

+
. ‘·

⋯ + 一 , ‘, ,

}

⋯ ⋯y ( oc ) = 0

J
。 ( t )‘t =

I y ( t ) d t =

o 。

夕。 (
”一 1 ) + o 二 一 1夕。 (卜 : ) + ⋯⋯ + Q : 夕。

Q o
< ￡( t ) ( 3 0 )

其中 。( O 为任意无穷小数
。

3
.

2
:

用逻辑微分方程求解线性系统的输出特性

与 3
.

1节不同
,

现在我们来考虑已知系统诸系数的情况下
,
求解其输出特性的方 法

。

线性定常系统我们可用常系数线性逻辑微分方程描述
:

称 .

E a oy〔‘] ( t ) = 习 b声汇‘1 ( t ) ( 3 1 )

k = 0 介= 0

其中
: 夕( t )为输出

, x ( t )为输入
-

式 ( 31 ) 的解可分为齐次方程的通解 y ,

与非齐次方程特解 , 。 之和
。

下面我们先求出 , t.

犯

名 a *y[ 句( t ) 二 0 ( 3 2 )

介二 Q
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令
: y(t ) =

W 占(t)

得
:

卫
万

a。占人即
,

(t ) = 0
g

(3 3 )
天 = 0

上述结果是利用 了 W al sh 级数和逻辑导数的定义导出的
。

n

若雪是特征方程 万
北= O

久护二 。的根
,

则 w ; (t) 就是式 (33) 的一个持 解
,

设 式 (3 3) 有
,
个

单根 君
; ,

省
2 ,

占
3 ,

⋯⋯占
。

, 则式 (3 3) 的通解为
:

n

y , = 万
名= 0

C
‘

W 占
‘
(t ) (3 4 )

为求出非齐次方程 (3 1 )的特解
,

将式 (3 1 )两端取 W al s h一F o u r ie r 变换
,

业利用 其微

分性质可得
:

级
‘

过
, 、

瞥
, :

A
J

乙 a 儿S ,

y 吸s ) 谭 公 O 为S ,

浑 叹S 少

k = 0 北二 0

令H (s) 为系统的传递函数
,

则有
:

n

刃 b *sK

k = 0
J 又 L舀 , = 一

—
一 -

n

万 a osK

n

万 b尤 3 K

y刁 (s ) = 北三旦
一

二A (s )

yY

刃 a ‘ sK

(3 5 )

k 二 0 无二 0

求逆 W
a lsh一 F o u r ie r

变换后得到
:

, 。 (t ) =

J 孔(t¼了 ) x ( r ) d r ( 36 )

则有整个方程式 ( 31) 的通解为 :

n

y = 万 C
落二 0

w 。 ; ( t ) +

【
5 . J

h ( t¼ : ) x ( r ) d r (37 )

月

我们若要求出满足初始条件的特解
,

可由方程 万 C洁
‘“ = y气

。) 中求 出 C ‘,

芷 代 入 式
京= 0

(37) 后可得出已确定了任意常数的方程组
。

3。 3 状态方程的 W al s h 级数综合

文〔l 〕中
,

我们已经讨论了这种方法
,

但在文中仅是讨论一种变换
,

业且没有最佳逼近

的运算过程
,

故在本文中也将那部份简述出
,

以便和另一种变换比较业且使它趋于完善化
。

我们仍设线性定常系统的状态方程是
:
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网. 月尸

.

~ -

一
,

一
,

一一一
,

一
一一

一

一一一一
一

, , , . , , . . 臼口八 . . 月 . , 叭尸. 口呀. 曰 . r . , . , , 甲 . . 矛, , , . . 州甲 . . . , . , . . . 曰 . . . . r 甲甲, .

⋯
!l
少

ul晰:‘
厂

:l
、

X = A X
一

卜B “ ,
X (0 ) == X

。

半
X

a x 工a 1 2
· ·

⋯心
z 。J

a Z 1 a 2 2
· , ·

⋯ a Z m

X 二

X 2

b [ 2 b l :
⋯⋯ 为

: 二

b 2 1 b Z : ⋯⋯ b : 。 ;

(3 8 )

a 工a Z
⋯ ⋯ a 交

L

:
}

、

式盯二i’n’:
’

一一

。

X

现在分二种情况来考虑
:

一种是已知系统的输入和各系数矩阵
,

求出系统的输出状态变

量 X (t )
,

另一种是在输入为零的情况下
,

输出状态变量已经测 出
,

求其输出矩阵的待 定 系

数 A
。

在第一种情况下
,

我们用 系数是
n 火 批 的 , 项 W al sh 函数去逼近确定 X

,

C x o c j l

⋯ ⋯ c a (
。 一 1

C Z o C Z I
⋯ ⋯C Z (。 一 1

》勺}咖
‘

{

)

{⋯汽
1

全
C ‘,

一 必 (一

有
:

(3 9 )

C oc
,

l
·

⋯
‘ ·

C
、
(二 一 曰

一一

、

J
‘

⋯
一少,人Zn义义

.‘.

义
产

1
...

几|
‘

=

。

X

解此微分方程与常规方法不太一样
,

”
(t坷蜘分求得

: 二(t ) = c

f
’

户 0

功〔
。: 一 , )

因为所采用的变量 X 是末确定的向量级数
,

状态变

△
功(只)d又+ x 。 = CP巾 (t) + ‘ 。

将输入向量也用 W al sh 函数表征有
:

(4 0 )
△=

义切
.

止切
,

:
。

五
1 。称

l l’
· ·

⋯ h l (, 一 l)

h
Z o h Z I⋯ ⋯h Z (。 一 : )

H 巾(t)

气h
。。h

, :
⋯ ⋯ h

。
(, 一 , ) 夕 ‘

.

功(。 一 , )

其中H 与式 (39 )中的C均是常数矩阵
。

把式 (4 0 )与 (3 9 )代入式 (3 8 )后可得 :

c , 二 A

{
c p ‘ + X 。

}
+ B H ,

(4 1 )

若把A x 。也写为向量形式有
:

A‘ 。 = A ‘。必 。 =

[
A ‘。“”⋯ ⋯。

]
少 = G 。

则式 (4 1 )变为
: C = A C尸 + G + B H == A CP + K

其中K = G + B H
,

则得 [ ’1:

f
“ : ) } { }

‘

“、

!乓
’

)
==

)
尸

‘ À A

){落
“

气 C 。 ) 气 夕 贬 C 。

‘ 一

。
一 If、:

}
二 { ‘一 p ‘À ‘ ! {竺:

少 少 、凡
。

( 42)

己自五‘翻丸瓦
。。。

耘厂!|l!
1.、

+

!!11
/

求出C后
,

x( t) 可方便求出
:

C 少 二 CP必 ( t ) + X o

现在考虑第二种情况
,

在此
,

问题归结为求 A ,

则存在
。

(43 )

X = A x , x ( 0 ) 二 x o

义( t ) 一 x o 二 A I
(44)

x ( t ) d t
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、.户岌r、、了

必C
△=

、l

es
.
eses
!

Z

x2
.。

矛

必
户

少
户

价

名 ( t) =

C 1 x c 一 2
, ‘

二
’ ·

C 主爪

c , 工c 2 2
⋯ ⋯ c 二 ,

(4 5 )

e
‘

z C o Z
· · ·

一 C ”

这点与上述不一样
,

上述是逼近 X
。

于是
:

r t r t
_

r

l
x (t)d t =

} C少 (‘) d t == C I
‘ 0

J

O

△
巾 (t )d t = CP 小(t ) (4 6 )

此时式 (4 4) 可改写为
:

C少 (t ) 二 A CP小(t ) + X o (4 7 )

签于 x( t) 是实际量测的值
,

式 (4 7 )存在着误差
,

。(t ) = C小(t) 一 A CP少 (t ) 一 X o (4 8 )

为了获得最佳拟合的函数 A
,

应使在 机 个子区间取样得到的 。个误差向量均方和 对 A

求导为零
,

它的要求可描述为
:

三 李
以A ‘了

, r I T

( C 一 A C p ) 少 (“) 一 X 0

J I
( C 一 A C p ) 小(‘

!

) 一 X O

J
二 ”

类似于前述
,

根据矩阵运算法则和导数运算方法
,

可得到 A 的最佳逼近值为
:

, =

I
C 一 x 。: ·

}
( c p ) ·

1
Cp ( C p ) ,

〕
一

“
‘9 ,

其中
: 人

厂l 、
乙~ 玉一 ,

l rl 不

E 二

{ 矛卜 刃 巾 (t

) 二 1 乙 = l
上 少

四
、

多变盘离散业矢定常系统分析

除了我们上述讨论的连续系统 W al sh 变换的应用外
,

离散 W al sh 变换在非连 续 系 统

中也有许多应用
。

若 {x
i

}表示一个实信 号的 N 个有限的采样值 X
‘

的 集 合
,

( 玄二 o
, 1 ,

2,

⋯⋯的
,

则其离散变换和反变换定义为
:

N 一 1
一
习 X

‘

W (n
, i)

、
n 二 O, 1 ,

⋯⋯N 一 1 {

么二 口

N 一 1

X ; = 习 A
n

W (, ,
玄)

月 = 0

它的离散卷积定义为
:

若

N 一 1

X ‘= 习 X o
W (k

, t)
北== 0

N = 1

(5 0 )

z一N
二A

}

N 一 1

夕 : ==
万 挑W (丸

, r )

无= 0

贝“: ’、(·) =

命
‘

孔
“y ·。‘ ”

N 一 l

习 戈 ‘

云二 0

、w 、 (·。 : )

}
1二八U

一习
=Nk
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l

N

N 一 1

习
瓦= O

夕‘w (充
, r )

N 一 l

习
i = 0

戈 ‘
w (耘

,
宕)二

N 一 1

习
无= 0

夕‘义如w (k
, 了 ) (5 1 )

式 (5 0 )和式 (5 1 )是我们分析离散定常系统的有力工具
。

4
.

1 定常时滞系统的移位 W al sh 级数综合

为了利用 W al sh 级数分析和综合用定常时滞微分方程描述了的线性系统
,

首先必 须 讨

论移位 W al sh 矩阵
。

在此
,

我们把 W al sh 函数巾
‘(t) 在时间上平移 脚m 的函数 巾 ‘(t

一

灯优)

称之为时滞 W al s h 函数
。

即在 i( k < 灯m 时
,
价 ‘(t 一 叮拢) 二 。

,

其中k是整数
,

满足。< k (
* 。 、二

一
. : 、 _ _ 、

一 口 ‘ _

一
人 , , , , _ ,

~ ~ 一
,

。 1 ~ ~ ~ *
二

.

I,
r , 、 1 , , _ , _

、 , 本 、“ 的关系
。

从式 (“”’中易知
,

前 哪 个 w
“‘s”函数 可用盒间隔的离散化 W

“‘s“矩阵表 述 ,

如 m 二 4时有
:

厂 1 1 一 1

w
二

} {
一

{
一

洲
! l 一 1

一

1 1

(5 2 )

若我们把 W al sh 矩阵的各列元素依次按照指定的移位列数 K 将其往右平移
,
业以零元

素取代前 K 列的元素
,

直至已到指定的列数 K 为止
。

这种矩阵就是 移 位 W al sli 矩 阵
,

记

为 W (m , 一
k )

。

m 是前面 W
a ls h 矩阵间隔总数

。 一

k则表示右移的列数
。

例如
:

舒 O

} O

W (4 , 一
1 ) = { o

{ 0

l 1

1 1

1
一

1

1
一

l

1
一

工

1
一 1

厂0 0

4 0 0

W (4 , 一 2 ) == ⋯ 0 0

\ 0 0

1 1

1 1

1 一 1

1
一

1

(5 3 )

这种移位 W
a ls h 矩阵的一个重要特性是

:

巾‘t 一 k zm ) u (t 一 k z摊 ) == l w (机
; 一

k )w (t )

峨
’

‘

切

其中 u( t) 是单位阶跃函数
。

为证明式 (5 4) 可把时滞 W al s h 函数展开为 W al s h 级数来表述
:

m
一

1

动
‘
(t 一 北/ 。 ) u (t 一 北/ 优 ) = 习 口‘,

小, (t )

j= 0

(5 4 )

口‘, ·

I;
中

‘
(卜

,

k‘, , ·‘卜 “‘, , , ,‘t , d t

==

斋【W (。
, 一 “)的(‘+ 1 , 行 }【W 的

(, + 1 , 列
1

·

现我们考虑线性系统的定常时滞微分方程为
:

又‘。)
= , 二‘t ) + , 二。t 一 、/ 。 ) 十 D “。t )

一

}
犬(0 ) = X o { (5 5 )

X (t ) 二 甲(t ) J

其中
, x (t )是

: x l向量
, , (t )是 口火 1向量

,
A

,
B , D 分别为 ” x , , 。 x 。, : x 口矩阵

.

我们对式 (55 )进行积分可得
:
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· (t ,

一 J;
A ·(t

,
)d t

了 ·

I;
二 (t

,

一/ m , d t , ·

丁;
D · (t

,
, d t

在。《 t< 无/ 机中
,

我们据 (55 )式可将 (5 6) 式变为
:

· (亡,

一 {;
A · (:

,
) d t

, ·

I;
二 (!

,

一加 , d 忿
, ·

J;
D ·(:

,
, d :

在 此/ 二《t< 1中
,

我们引入单位阶跃函数使式 (5 6) 变为
:

(5 6 )

(5 7 )

x (t) 一 x 。二 A x (t
‘

)d t‘ + , + !
‘。二 (,

, 一 、/ 二 ), (:
, 一 k / 二 )口, 产 ,

{
‘。u (,

,

)‘, ,

口

0
‘

0

(5 8 )

才0爪

!
‘

叮

式中 ? 二

{ B x (t
‘ 一 k加 )a :

\

|
.

1

|
、

!
.

|1
.

/

若我们用类似于前述的 W al s h 级数逼近有
:

△ △
x (t) = C由(t)

, u (t ) = H 小 (t )

△
小(t)

尹 d t , 二 P由 (t)
(5 9 )

子‘
n
�

�

!
J

工 0 , O⋯ ⋯ O 〕
少“ , · G ‘

, “’
,

令l

f
,

J ,

T

△
少 ( t ) = F必 ( t )!

|!/

T

:
、

一.

丈‘J

△=

中l
/

甲( t 一 充/ m ) ==

f
, o f ; :

⋯ ⋯f
: 。 一 ,

f
: 。f

: ,

⋯ ⋯t
: 。 一 :

f
。 。f

。 : ⋯ ⋯f
。 一 :

将式 ( 5 9) 分别代入式 (57 )和式 ( 5 8) 后得
:

C少 ( t ) 一 G
,

巾 ( t ) 二 A CP必 ( t ) + B F P中 ( t ) + D H P必 ( t )

C 一 G
, = A CP + B F P + D H P

k / m 《t< 1

( 6 0 )

c 。 ( ,卜 l
万。 + ? , 。。⋯⋯ 。

1
。 ( ,
卜 ‘e , 。 ( , ) +

f
’

~ ~ . 0

B x ( t ‘ 一 介/ 二 ) u ( t ‘ 一 耘/ m ) d t

+ D H P 必 ( t ) ( 6 1 )

令
:

{
’ 。 : ( : , 一 k / 二 )。 ( : , 一 、/ m ) a , =

{
‘。二

一

‘w 「
二 , 一 、 1 、。 ( , ,

) d , ,

J 0 J o 爪 L J

= B H 工w {
幼 , 一 “

〕
W p , “,

〔x o + , ,
0 0

· · ,

⋯ 0〕巾 ( t ) = d必 ( t )

则式 ( 6”变为
:

e 巾 ( t ) 一 d ( t )必 ( t ) = A e 尸少 ( t ) + 丑万 l w 厂二一
、: w 尸少 ( t ) + n 万p 巾 ( t )

m

l
C 一 d = A Cp + B万 画神〔二

, 一 耘〕W p + D H p

( 6 2 )

、l

||
、产

!|
IJ

“
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有式(6 1 )和式 (6 2 )
,

我们不难据上述方法对时滞微分方程所描述的线性系统进行综合
,

限于篇幅
,

在此就不多赘述了
。

4
.

2 多变量业矢定常系统的状态空间法

在3
.

2中
,

我们讨论了由逻辑微分方程描述的单输入一单输出定常系统
。

相应于时 域 分

析中的多输入一多输出线性系统的状态空间法
,

我们对用逻辑微分方程描述的多输入一多输

出业矢线性系统也可用业矢 ( 逻辑 ) 状态空间法分析
。

不同的是我们现在的空间是建立在布

尔空间之上
,

对于应时域的泛函分析
,

我们在此是采用泛系分析 ( 序域分析 )
。

令定义{充
+

}

中公 集上的逻辑状态空间的状态方程为
:

~ 刀
, 、

二
、 一

, , 、
‘

{
X “ (北) = A x (丸) + B u (k ) : (6 3 )
y (k ) = C x (k ) + B “ (瓦) 瓦任 1

.

其中
:

A
、

B 、 C均为常量矩阵
, x , “ , y 分别状态变量

、

输入变量和输出变 量 的 列 向

量
。

江 代表逻辑微分算符
。

类似传统的时域状态方程解法
,

我们也应首先考虑齐次状态方程之解
,

尔后考虑其非齐

次方程的完全解
。

状态逻辑微分方程所满足的齐次方程的解是
:

、,

刁
, 、 , , , _ 、 , , 、 , , 一 ,

人 L凡 j = 九x 灭凡 尹, x 又托 尹k = k o = x 。, 凡 , K O 七 I · (6 4 )

即
:

fx( 劝 “ 晰 (只
, 叱。机 )x 。 只任乙

Lx (允) = O 几〔I
二

从 W al sh 函数的性质中即可证出
:

二
人

、卜心
(、

, 、
、

。
)二 。 =

心
以

, “)拓 (,
, “。 )劣 。

二 只
。

拓 (肠

二 几以幼

对于齐次状态方程
:

义刀 (lc) =

Ax (幼

令式 (66 )A 的阶是 N
,

异的矩阵瓦使得
:

A 二 M
一 1

气 M

丸)
· u n

(元
, 瓦。)

· x 。 二 久u (只
, 瓦0 无。)

· 义 。

(6 5 )

北任I
。

(6 6 )
.

且设 A 的特征值是 I
。

集内的相异元素
。

在这些约束下
,

总有非奇

(6 7 )

田A的特征 道的 I
。

集 内的相异元素的假设
:

在适当的变换下
,

A 可写为二进系数对角矩

阵的加权和
:

, 一 I n 一 1

A = 八了一 ‘

习 E 。
(r )Z

r

河 = 习 (衬
一 ’E

。

(r )M )Z
r

“ 一
‘ ’‘ :

允 一只
、

’ ‘ “
‘ ’‘

一
r

男
、咨 ! J

一汽
、

· ,

一
‘

其中之(r )是二进展开的系数
:

刀 一 l

元二 习几(
r)2

『

r . 0

于是对于每一个矩阵A
,

在 I
。

内具有相异根的相应矩阵为
:

(6 8 )

(6 9 )
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I A (r ) 飞
=

万M
一 : :

,

(r )M
: , 二 。

,

;
,

⋯ ⋯ ,
一

,
飞

1 “
、

’ 产

J 一 l
‘

“ “ 久
、 ‘ 产

‘

“

”
一 U , 几

”一” ‘, 一 上

J

式 (7 0) 展开指数矩阵为
:

e xP
·

(A (, )) = M
一 ’E e x P(兄(r ))M

我们可将上述结果推广到更一般形式中去
:

, n 一 1 、 一 丘一 f 、

e x p
’

火‘
兀

r

勇 A (r ,
’
化(r , )

= M
一 ‘

七 ex p
’

气’
兀

,

身
式(r ,

’
托(r , ) M

由于
: U ·

以
, 、卜 一p

·

(
, 汀

)鬓
“(·,

·

“(·,

)
则由 W al s h 函数矩阵定义式 (72 )可变为

:

“ (A
, 北) = M

一 ’E “
1

(只
, Ic )M

该矩阵具有下述性质
:

(i )“
:

(A
, 无)是 自逆的非奇异矩阵

由
: u

}

(A
, 无)

·
u

l

(A
, 北) = M

一 ‘石u . 1

(之
, 北)MM

一 ‘E u
、

(几
,
无)M

二 M
一 ’E “

n

(又
, 瓦)召: ‘。(又

, 丸)M = M
一 ‘E “

。

(0
, 0 )M

二 M
一 王

M = E

贝」
: u (A

, 无)
一 ‘ = u (A

,
无)

(1 1)u (A
, 叱,

)
·
“ (A

, 瓦2
)之积是矩阵

。 1

(A
, 丸,

0 北
:
)

证
: u (A

, 北,
)

·
u

一

(A
, 凡2

) = M
一 ‘E u 。

(汽
, 瓦,

)E u
。

(之
, 北2

)M

= M
一 ‘E u (几

, k :

0 北 :
)M = :‘n (A

, 无,

0 北
2
)

(i 11) 该矩阵另一性质是
:

W
a ls h 函数步色车的逻辑微分是

:

(7 0 )

(7 1 )

(7 2 )

(7 3 )

(7 5 )

。

分
(A

, k ) 二 A 。。

(A
,

证
: u

扩
(A

, “) = M一 “

分(只
,

二 AM
一 ’E u

二

(还
,

介)M
一 M

一 ‘

气 冻
·

(A, 无)M

北)M = A “
。

(A
,
北)

考虑到 x 矩阵的列是线性无关 的
,

则方程 (66 )的解是这些向量的任意组合
,

x (无) = 〔x , (北)
, x :

(Ic )⋯ ⋯ x 万 (无)〕

N

则有
: x (幼 二

艺 C
*
X

‘
(幼

弓一 1

将式 (7 8) 作等效换有
:

x (k ) = u
n

(A
, k )

. e {

厂e : ) }

(7 6 )

如果
:

(7 7 )

(7 8 )

(7 9 )叭⋯
一一C

由于 u (A

二 “ (A
,

无)是自逆的
,

则有
:

灭)x (瓦) (8 0 )

如果系统是指定在

x (k o ) 二 “ (A
,

k o )

k = 礼。时
,

则 :

(8 1 )
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若要求系统在 充= 北;

时状态则
:

x (瓦
,
) == u

n

(A
, k ,

)
·

c = u
。

(A , 无1 )u
n

(A
, 耘。

)x
。

= u
二

(A
,
凡

; ¹ 无。 )
· x 。 ( 8 2 )

式 ( 8 2) 的矩阵 u n

( A , 丸, 0 北。 )就是系统的状态转移矩阵
。

对 于 V 无。 〔I : , V 无 , 〔I,, 则

我们从式 ( 82) 中可以求得系统从 丸。到 k , 时状态变量的值
。

当然
,

我们还可以求出在重根情况下的状态方程之解和非齐次状态方程之解
,

不过
,

在

求非齐次状态方程之解时要用到内积表示
,

如 :
一阶非齐次方程为

:

x 对 (无) 一 兄x (瓦) 二 v ( 北)

从上述中已知
x ( k ) = “

。

(久-

k 任 I 。 ,
元〔I 。 ( 83 )

k l o k 。 )x 。

是 其齐次方程的特解
,

则如果非齐次方 程 是 可
解的话

,

有
:

1占一,曰r‘‘

(
, ( “,

u ·

( 只, “, )
=

V ( k )“
。

( 几, 丸) = 0 ( 8 4)

式 ( 84) 为其内积展
.

开
。

仿此方法
,

非齐次状态方程亦可解出
,

在此不一一叙述了
。

五
、

线性系统稳定理论和最佳控制的探讨

鉴于拓展 W al sh 变换在新领域中的创用可能性很大
,

故我们在此探讨一下在现代控 制

论应用的设想和理论基础
。

诚然
,

我们没有能力断言它是否完全正确及理论体系是否严密
,

但要是能为深入研究这一课题提供略有益助的思路的话
,

则本节 目的已告达到
。

5 .

1 多元逻辑偏导数【“解 }

为了研究稳定性理论
,

我们先引入多元逻辑偏导数的概念 ; 参照式 ( 7 ) 和式 ( 5 )
,

我

们定义广义逻辑偏导数为和式
口 r D 一 1 ,

习 p k 万成州
x ,
⋯ ⋯ x L 一 , 万: 0 加 “为一 ’x : , ,

⋯⋯ x 。

) ( 8 5 )

当 二‘ oc 时收敛 ,

则称此极限值为

逻辑偏导数
,

记为
:

。〔’知( 二 ,
·

一
x 。

) /狱 :

我们尚可得出依 L “

意义的逆

甲(x ;
⋯ ⋯xn )在点( x ;

⋯⋯ x 。

)对变元
x L
的 p 进一 阶 广 义

1 , 2⋯ ⋯ n

W a lsh 变式和高阶 W a l、h

( 8 6 )

函数的逻辑偏导数为 〔6 ][ “] :

y

..吸..J护句华 ( x ,
⋯⋯ xrJ )

1 o x Z , 2

一
9 二。

= 乙玄饥

切Z令 。
不= 1 , 2 ,

⋯ n

f
优 ‘

f
,

少:
二

‘

0 口 0

, ‘y :
八

. .

⋯
,

y
月

人

(y : ) :
⋯ ⋯y

。

) w ( x ; · ·

一
x 。; y ,

· ·

一y
。

) d y , d y :
⋯⋯ ( 8 7 )

矛Sl w ( x 、
⋯⋯ x, 浮 y , ”

’ ‘

”

。x : ] 1 o x

其中
:

a [ s〕w ( x t

。x ,

]
·

凡立= y , j : y : 声
:
⋯⋯ y 。

j
·

w (二 ,

一
x 。; y : ⋯ ⋯y 。

)

j; + 户: + + ] 。 = S

⋯⋯ x 礴 y :
⋯⋯ y

。

) == ( O 夕:
) I

, ( O 夕: ) 1, ⋯ ⋯ ( e 夕
.

)声
· w ( x

⋯⋯ X

( 8 8 )

。 ; y :
⋯⋯ y 。

)

( 8 9 )
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5
.

2 序域稳定性的理论探讨及若千推论

从上述讨论中
,

我们已经看出 W al sh 变换在控制论应用的威力和潜 力均相当可 观
。

于

是
,

在上述的基础上
,

我们提出建立一个序域稳定性定理
,

它是在 W al sli 变换下的 L ia p
-

n u o v
方法 的拓展

。

限于篇幅
,

我们仅给出渐近稳定性的方法
,

对于全局稳定 性 也 可 类 推

出
。

类似于时域分析理论
,

我们要找到一个系统的标量函 数 。(x)
,

在此 巾 (x )任L (R + )
,

对
x
满足 D ir 。h e lt 条件

。

在时域理论中
,
巾(x )满足 L IPs

Chi tz 条件的描述是
:

巾 二 中(x
:
⋯⋯ x 。

) 二 全
丸= 1

《 k

了(一
, 一 了(X 舟,

}
,

在〔一 ”〕区 :; 中任一 有
:

f(x ) 一 f(x
‘
) x , 一 x

相应地
,

在序域理论 中
,

若由任L IP w
x ,

在 O< a < 1 中有
:

(9 0 )

}f(
x o 儿) 一 f(x )卜 O (把)

。

r
皿........

于是用逻辑微分方程描述的线性业矢系统
,

具有渐近稳定性要求的标量函数 少(x) 应满足下

述条件
:

(i )
:

必(x ) = 小(x
,

· ·

一
x 。

) 二

L 0

其中
, 二 , , 夕, , 忍, ( j= l ,

⋯ ⋯ n ) 为任意常数
,

且 夕, ,

当
点

_

、
了

<

p 一
’

z江上

p m i

在其它情况下

巾(x )有对
x ,

· ·

⋯

e a〔1 !W (y 、⋯⋯

·

x 。

的依 L *意义一阶逻辑偏导数存在
,

y
, ; x ,

⋯⋯ x 。

)

(9 1 )

L》O
, C
为其适 当常数因子

。

反口:

(9 2 )
= 1 , 2 ,

⋯ ⋯ n

成立
。

(i i) : 由 (x )是正定函数
,

即小(x) 为正定的充分必要条件是满足 Syl es ter 定理
,

在 时 域

n

中
,

若 : 巾(x ) 二 x
习

1 , ) 二

P、sx ix s一 P i护= 则满足正定的关系是
:

} p
; :

}< 0
,

}黑川>0

Pz ; -

}P {> 0

即 p 的一切主子行列式为正
。

对应地在序域中
,

小 (x ) = 功 (x
,
⋯⋯ x 。

) 二 CW (y
,
⋯⋯y

。
; x 犷

· ·

⋯戈
,

=
w (, , , 二 ,

)w (, : , 二 2
)⋯ ⋯* (,

。 , 二
。

)
.

。 = 。
吕

。x ,
(

一

吧
(二

‘À ,
.

) 、
i 二 1 \ p

( 9 3)

则少 (x )满足正定条件的关系是
:

O C

对所有的满足 }lxlI 《北的非零的 x ,

将其转换为 x =
艺 介p 一 白

形式
,

然后将 y 视 为 另
瓦 = 一 r

C C

一变量 ( 如时基 ) 芷转换成 Y = 习 X 、
一 几以满足式 ( 9 3)的形式上需要

,

则有
:

k = 一 r
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凡 , 。 少 ‘

。 . x ,

一
e 刀 。x p ( 切圣(x

‘

O y ‘) )> o

泣= 1 、 p

! {{刘( 纪的非零
x

(9 4 )

巾 (
,
)

一尤 = 0

儿

C I7 二p

(招
一

(一À ,
‘

,

)
= ”

则称必 (x )为正定的
。

(i 11)
,
少 ( x )的一阶偏导数是 负的

,

则在时域中应下式成立
:

了‘、了几、

,人,�

.

犷
‘.

于」

。功( x ) _

a义 t

3巾 ( x )

a劣 t

a巾 ( x )

a尤 n

X l
⋯

,

二 X

X I
⋯ ⋯ X

{ < O

f
,

( x l
⋯⋯ x ,

) 尸

( 9 5 )

在序域理论中
,

我们考虑一阶偏数逻辑导数的负定关系由下式描述
:

。沙 ( x )

O X I

w ( y :

3 戈 l

⋯⋯y心 X l ‘

⋯
’ ·

X ,

a x Z
· · ·

⋯ ⋯ a x 。

3
C

= C

【
(。 X l

) (。 X Z
,

· · ·

⋯ ⋯ (。 X
。

, W ( , 1
⋯ ⋯ , 一 x l

一
。

门
< o (。6 ,

满足上述条件的三个条件
,

我们就称该系统在 W al s h 变换意义下是序域渐近稳定 的
。

显然
,

式 ( 94 )
,

( 9 5 )
,

( 96 )给予我们一个稳定性的概念
。

如果我们将离散时 间 系 统 的

L ia p n u o v
稳 定性分析方法与 W al sli 变换下的系统渐近分析结合起来

,

它们的联系将更加

显然
。

综上所述
:
我们可相应于时域或频域中的泛函分析建立起序域的泛系分析理论

,

开拓这

一理论的意义相当深远
,

我们拟待另文发表
,

现给出下述推论
:

(一 )当 p = 2时
,

据 W al “h 函数的功率和相位谱定义有〔8 ] :

切 。 ( 0 ) = 0 , 汀

,

N
、 ‘ , .

兀

切 。 吸百 ) = 艺‘汀 士 。一 ‘ 二 U , 1 一 匕-

乙 ‘
( 9 7 )

, 。
‘S

, = ‘

一
’

{黯叠丢}
,

}
, S = ‘, 2 ,

可以考虑建立起与频域相类似的序谱分析
。

(二 )据q7 任必的 W al sh 变式fe }:

N
二 ~ 一 1
艺

气卿0

!
砂r r 工

了( y :
⋯⋯ y一 , y

,

) 二 l
‘ · ·

⋯
才 O

考虑极值问题
:

X l
⋯⋯ x

,

) w ( x :
⋯⋯ x 。, y :

⋯ ⋯y
,

) d x :
⋯ ⋯d x ,

( 9 8 )

C = 京n f
切任小 J

O C

0

}}切}!
:

召( y

0

{}L l}

1 1 2
’

“ “
’

yn , } L( ’“
’ ‘ ’ ‘

”
·

’1
.

“, , “
·

“
·

“%

= 1约束条件
( 9 9 )

.

lee
J一一

建立起序域最佳调节理论
,

业洽出校正的参数
。
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若我们考虑时序最佳控制的 W al s h 级数综合
,

可由下述方法进行
。

我们考虑式 (3 8) 所描述的线性系统
,

其二次性能指标可描述为〔’。J:

(x T Q x + u , R u )d t (1 0 0 )
r‘.,l一2

一一阴
J

tJ 为系统终止时间
。

它的解为
:

“
一

(t) = R 一 : B 7 z (t)

Z( t) 是
:
维 俘随向量

,

它满足下列的方程
:

(1 0 1 )

(10 2 )

、
.t

:
, ...JXZr...L

W

△二l!
..叹、l

es

l夕
�

叮
⋯

刀尺
一 I

B ,

A T

AO
护l|

|l
、

x ( 0 ) = x 。 ,

令
: r 二 t J 一 t,

z ( td ) = 0

则式 (功 2) 变为
:

x ( r )

z ( r )
( 1 0 3 )W一一一

卜
.

|
.1!夕

rr

。

X
。

Z

其转移矩阵为
:

己一 口 t = W 一 l

W
Z -

W
1 2

飞V 2 2 ( 1 0 4 )

、.产产、
了r

Z‘
、
了、、‘矛、、产

rT
爪了、子‘、

解的 ( 1 0 3 )结果为
:

x ( r ) = w
, : (丁 ) x (丁 = 0 )

z ( r ) = w
: :

( r ) x ( 丫 = 0 )

消去 x(
: 二 0) 可得

:

一 1

艺 ( r ) = w
: , ( r ) w ( r ) x ( r )

1 l

将其代入 ( 1 0 1) 式
,

即得到最优控制的状态反馈规律为
:

u
碑

( t ) = 一 G (亡d 一 t ) x ( t d 一 t )

( 10 5 )

( 1 0 6 )

式中
: G ( tJ 一 t ) =

一

R 一 ’B T w
Z ,

( td 一 t ) w
: : ( t‘一 t )为最优反馈增益矩阵

。

若我们用 W al sh 级数求解
,

则把 r 规范到〔o
,

1) 区间
。

故令
: 只=

勺匀

W

;。式 ( 1 0 3 ) 、为
:

{X (之)

Z (元)

x (又)

之 ( 几)
0 ( 几< 1 ( 1 0 7 )

我们 把 X ( ).) 和 Z (肋 展开为 W a lsli 级数业取其近似值有
:

二 C中 (还) ( 1 0 8 )

火|l|||||j

‘、Z
、
、I,几

.

凡
产‘、,户r、

。

X
.

2
产|||||七

对 ( 1 0 8 )式仿服上述进行两边积分后可得
.
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fx (兄)1 , 。二
, , 、 .

fx (凡= 0 )1
l: )梦(刃C尸必 (之) + .艾

、“ 一 甘 产

.
Lz (之)J “

“
、 , ‘ 了 ’

to
,

J

将 (10 8 )和 (1 0 9 )式代入 (1 0 7 )式得
:

。二
, , 、 _

‘ : : ,

[ 。 。二
, 、 、 .

「兀(凡= 0 )1 1
C巾 (几) = 一 tdw 1CP巾(之) + l亡

、I ‘
一 u 产

1 1
L

-

一
、 ”

‘
’

LO
。

J 」

。 、 ,

△*
. 、x ,

f x (又= 0 ) 1 ~ 。 二
, , 、

令
, 一 ’‘W I石:

“ 一 ” ‘

l
= D Z

巾 (几)

则式 (1 1 0 )和 ( 1 1 1 )可整理为
:

C = 一 tdW CP + D
:

最后可整理成
:

(1 0 9 )

(1 1 0 )

(1 1 1 )

(1 1 2 )

C 2 1
_

: d -

份卜【
‘、 幻‘À p ·

}
一 ‘

⋯令 ( 113 )
C : ”

广

“
d Z , 夕

将 (11 3)代入式 ( 10 9 )求得
x (之)和 z (久)的 W a ls h 级数近似解

,

最后由式 ( 20 1)求得 最优

反馈控制值
。

六
、

结 京 语

近来
,

W al s h 函数的应用和其理论探讨相当活跃
,

在此方面很有 声 望 的 H ar m ut h 教

授曾予言
: “ W al sh 分析的研究将引起一场革命

,

就像十七
、

十八世纪牛顿的微积分 所 引

起的革命那样
” 〔? ] 。 有大量的迹象表明

: W al sh 分析与近代科学是紧密相关 的〔7 1。 例 如
:

在电磁场的波方程中
,

可用 W al sh 进行偏微分方程求解
:

艺::
一

w ( x , ‘’

( 114 )
0 ( x , t《1

二 夕r己, 仍
, )

。二〔2 ,
『 r 、 工 , t ) (

[
以及量子力学中的时间空间量子化

,

波函数求解
,

群论与场论等问题
,

均 可 用 W al sh

函数求解
。

有关详细地探讨这方面的问题 已超过目前作者的水平
。

况且就文中所述的内容
,

仍期待于实践检验和读者指教
。

本文在写作中得到 肖金炳工程师的帮助以及赖万才付教授
、

林龙威付教授的指教业承蒙

南京大学郑维行付教授
、

苏维宜老师仔细校阅论文底稿和指正文中不妥之处
,

现谨向他们一

业致于衷心地感谢 !

作者尚衷心地感谢福建省图书馆外文部的林 良溪同志和其他有关同志热忱地帮助作者索

取外文资料和有关情报
。
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