
矩形截面弯曲管道中的二次流
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提 要

本文研 究拒形截面微小 弯曲管道中的二次流
,

导 出 了二次流墓本方程式韭得 ,.l 了数 位

解

一
、

前 言

在 自然界和工程技术中
,

流体流过弯曲管道的现象是普遍存在的
,

在很多场合
,

也经常

遇到矩形管道的情况
,

如螺旋板换热器
。

因此深入的研究矩形弯曲管的流动问题是很有意义

的
.

然而流体流过转弯处时
,

在管的中心部份速度较高
,

由于离心力的作用而被迫向外
,

在

靠近管壁处
,

离心力较小
,

流体便沿着壁面向内侧运动
,

从而在管的横截面上产生二次流
,

这种二次流通常称为第一类二次流〔’了
。

由于二次流的存在使弯曲管的流动变成了三维流体力

学问题
,

大大增加了它的复杂性
。

所以对弯曲管道问顺前人虽作过一些工作
,

但还很不够
,

特别在理论方面的研究更为欠缺
。

1 92 了年 W
。

R
。

D ea
n [忍l 研究了流体在矩形曲管中作层流流动时的流动特性

,

绘 出 了

流线
,

业 指 出 流 体在弯管中的流动特性是与 R e Z
有关

, 19 6 5 年 和 x9 7 0 年 Y
.

M o r i等
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人 t“]
、

[ 4 1 研究了大D e a n
数下圆形曲管和矩形截而弯管强制对流换热向片亘

,

把曲管中的流动

分为边界层区域和核心区域两部份
,

业从理论上分析指出
,

由于二次流的影响
,

轴向最大速

度移到外侧壁面处
。

本文将文献 〔2〕推广到矩形弯管
,

研究矩形截面微小弯曲管道的二次流问题
,

以便为深

人的探讨该问题和分析曲管型换热器提供一定的理论基础
。

二
、

二次流甚本方程的导出

考虑不可压缩流体在矩形截面微小弯曲管道

中的等温层流运动
,

为便于分析
,

采用如图 1 所

示的坐标系 ( r 、

各
、 Z )

,

曲管绕
。 z 轴旋转

, 。 z

轴所截的曲管的横截面是一个矩形
,

过此矩形的

内侧边作垂直于旋转轴 oz 的垂线
,

其长为R
,

它

是曲管内侧壁绕旋转轴 oz 的曲率半径
,

如果在 各

二二二二匕匕
‘‘‘

卜
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处以矩形截面的底和内侧边的交点
e 炸原点

,
_

且沿着它们分别价
: x
拍和 y轴

,

那么流场中任

意一点 B ( r 、

丹
、 Z ) 可用 B ( x 、

丹
、

y ) 表示
,

这两个坐标系之间的 关 系 如下
:

r 二 R + x ,
丹二 丹

, z “ y

另外
,

如果我们用U
、

V
、

W 分别表示 B点 x ,

y
、

丹方向的分速
,

同时注意到充分发展

稳定流动的情况
,

那么圆柱坐标下的N a v ie r
一

s t o k e s方程 和连续性方程 〔“l经简单的代数运

算和微分运算可以得如下形式
:
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方程 (1 )
、

(2) 为非线性方程组
,

其解甚为困难
。

本文研究流体在微小弯曲管道中的流动问题
,

此时弯管横截而的几何尺寸d 《 R
,

d 为矩
形截面边长

,

在这种倩况下
,

方程组 (1 )
、

(2) 可作如 卜
‘

处理
:

我们夕。道
,

对于直 管R

一
co

,
一

共
-

一
。 ,

这时 不 , 生第一类二次流
,

即

仄

U = V = 0

W
二 w

:

w
:

为直管中 的轴向速度
,

至 犷压力P
,

‘

已仅随管轴方向发生变化
,

即P 二 c z ,

这里 c
为常

数
, z 是矩形截面 中心点沿召轴从起始坐标而到所考虑坐标面之间的

一

长度
。

讨于曲管
,

离心力引起二次流
,

一

甚小的情况 卜
,

这种二次流 也很小
,

可以认为它
dR

在

和
令

是同一数量级的 因此
,

假设
:

U 二 “

⋯
V 二 y

W 二 w
:
十 w

( 3 )

P = e z + P

这里
u 、 v 、

和 w 分别是曲管 中流体在
x 、

y
、

和 丹轴的
一

附加速度分量
, p是附加压力

,

它们均

是与
一

令
同级的量

,

将 (3 )代人 (1 )
、

(2 )撇主以 最
一

十 、

扮)
用

会
代替

,
“ + X 用“

代替
,

晶
。用
澡

一
代替以后

,

在运算中忽略 (
一

是)
’

之高级微 、
,

便得甄
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但我们知道 当R

一
co 时

, 。 = v “ w = p = 。 ,

故由 ( 4 c ‘ ) 得流体在矩形截面直管中的

运动方程
:

。 Z w
. 。艺w

.

—
护 十

一
之
二

a x 一 。y
‘

仁

卜
( 6 )

这里 卜 = p v 为动力粗准系数
。

式 ( 6 ) 与直接从直管中导出来的是一样的
。

现在我们来

导出二次流基本方程式
。

为此从 (4 a) 和 (4 b )中消去压力p得到
:
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从方程 (5 )知存在函数 印,

令
:

V =

a甲
一 石y

一

}
a 甲 ( 8 )

O X {

(5 )式自动满足
,

将它代 ( 7 )式就得二次流应满足的方程
:

守‘甲 二 2
典

、

V 仄

日w
,

a y
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夕划式中 甲
毛 =

0 ‘

a x 4
+ 2

口 4

a x Z a y Z

这是关于甲 的重调和泊松方程
,

这种方程在弹性力学中经常遇到
。

三t 二次流方程的数值求解

以边长为 d 的正方形截面为例进行求解
。

先求直管轴向分速 w . ,

此时只需解满 足 齐 次

狄里赫莱条件下的泊松方程 ( 6 )
,

其解为
:
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y一d
将 (1 0 a )代入 (9 )得

:
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习
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戈艺

(1 1 )

为了便于研究
,

我们将方程 (1 1) 化为无因次形式
,

为此令
:

(12 )

、

1
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夕
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.

d

1
.少/

yd

==XY

将 (12 )代人 (1 1 )式
,

得到
:
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5
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X

m = ]
,

3 , 5一
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边界条件是
:

X 二 o
,

入 二 i ; 牲f 二 o

(1 4 )

甲�X甲一Y劫一e己一」

Y 二 0
,

Y 二 1 ; 甲 二 0

= 0

= 0

式中K 为D e a n
数

,

r , _ r、 Z
d

卫、 二 乙 i 又 e
一

石

找

其中 R e 二
w 二 d

V

节二 为直管轴向横截面平均分速
。

为了在计算机上进行数值解
, 将其化为差分方程

,

取步长 h =

轰
l V

,

则 对 应矩形域内点

( i ,

j ) ( i ,

j二 艺 一 8 ) 可列 出差分巡近式 〔. 1 :

1
, ‘
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式中
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据 ( 14 ) 边界上的值有
:

甲 ( 0
,

j ) = 0 ,
甲 ( 1 0 ,

j ) 二 0

甲 ( i
, 0 ) 二 0 ,

甲 ( i
, 1 0 ) = 0

甲 ( 1
,

j ) = 0 ,
甲 ( 9 ,

j ) = 0
,

甲( i
, l ) 二 o ,

甲 ( i , 9 ) = o ,

(1 5 a )

、.声
月b‘.上

矛.、

、
l|tzll
、

夕j= 0 一 1 0

i二 0 一 1 0

j= 1 一 9

i 二 1 一 9

差分方程 (1 5 )在边界带值条件下
,

当给 出一定精度要求后可在计算机 上求解
,

本文在我

校计算站经T R S一80 计纂易饥计算得到甲 (i
,

j) 内点的值
,

整个区域上其甲的值如表 1 所示
·
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* 表 1 所列的值
,

根据方程 ( 13 )
、

( 1 4) 的性质
,

略作调整

当求出甲的值后
,

可以求出无 因次二次流速度 U
、

V 的值
,

令
:

U

一气
、

一、
U 二

( 17 )
V 二

将( a )
、

( 12 )代人上式得
:
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1 。甲 、
U 二 一

一气二二-
目

~ - 二二二- {

尺 e J Y L

1 。甲

V = 一
R百 吞X

一

(1 8 )

按W 的近似值画出来的流线如图 2 所示
,

它是流体微元轨迹垅在曲管横戴面上的投影
, ;

图 2

从图 2 可以看 出
,

一

流体的运动是从横截面的中心部份的内侧壁流向外侧壁
,

然后分成对称的

两部份沿着壁面折向内侧
,

此种流动图案是和物理概念相符的
:

四
、

结 论

由前面的讨论
.

我们可以得 出如下结论
:

( 1 )
,

流休在措形戴面弯曲管道中作层流流动

时
,

由于离心力的作用
,

将在横戴面上产生二次流
,

而且二次流的速度 U
、

V 是和 D e a n
数

有关
,

D o

an 数是说明曲管流动特性的准则(2)
,

山于二次流和主流鬓加的结果
,

致使曲管中

的流线不再平行于管轴心线
,

而是由两族互相对称的螺旋曲线组成
,

它们在横截 面上 的投

影如图 2 所示
。

气
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