
排序问题计算加工时间的一种方法

及
·

其 一 个 应 用

天津师范专科学校 吴在德 华侨大学数学系 梁学信

提 要

本文提 出一种所谓
“针列和” 法 来计算m 台机床加工 n 个零件的排序问题的加工时间

,

韭时m 二 3 给 出两个相邻零件加工 先后次序的 一个判别条件
, 以 及最前或最后 两个 相邻零件

排序的一个判别条件
。

自Jo h n s o n 〔‘, 解决两台机床加工零件的排序问题以来
,

由于这一问题在生 产 中 的 重要

性
,

引起人们的注意
。

〔2 〕
,

〔3 〕的作者
,

研究了三台以上机床加工零件的情况
,

文中作者

用 “最大可行和
” 来计算加工时间

,

业给出一种判别 两个相邻零件先后次序的条件
。

显然
,

简便的计算加工时间的方法对寻求最优顺序是很重要的
,

这里我们提出一种所谓
“
斜列和

”

法来计算 m x n
排序问题的加工时间

,

立企对 m 二 3 给出两个相邻零件加工先后次序 的一个 判

别条件
,

它简化了〔2 〕中的结果
,

此外还对m 二 8 给出了最前或最后两个相邻零件排序的一

个判别条件
。

夸计算加工时间的斜列和法

我们考虑 m 台机床加工
n
个零件的一给定加工顺序 。 = (J

, ,
J
。

⋯⋯
,

J
。

) 的加工时间
。

假定
:

¹ 所有零件通过机床的顺序是一致的 ; º 每个零件在各机床的加工时间已知 ; » 每台

机床在同一时间只能加工一个零件
。

对任意个实数引人满足下列性质的和
“干 ” 运算

:

( 1 )对同号实数的
“干 ” 为代数和

。

( 2 )对两个相邻的异号实数
,

若负数在前正数在后
, “ 千 ”

为代数和
,
若正数在前而负

数在后
, “千” 为将正数保留

,

负数另与后面的数再作
“千 ” 。

( 3 )按 ( 1 )
, ( 2) 的规定运算到最后

,

若为正数在前负数在后
,

则将正数保留而负 数弃

去
,

为其值
。

否则按 ( 1 ) 计算
,

得正数则保留
,

负数则弃去
,

为其值
,

若还再和其他数进行
“千” ,

仍将负数保留与后面的数运算到最后
。

先考虑两台机床 ( m 二 2 ) 加工 n 个零件的情况
。

设第一台机床M
,

和第二台机床M :
的

加工时间分别为
a : , a Z ,

⋯
, a 。

和 b l , b : ,

⋯
, b

,

我 们 证 明 从 M ;

开始加工 J , 到 M :

加

工完 J
:

的加工时间为



第 2 期 华 侨 大 学 学 报

n ‘

T ( J
: ,

⋯
,

J
,

) = a : + 艺 b i + l( J : ,

⋯
,

J
,

)

二 1

其中 l ( J
, ,

⋯
,

J
,

) 二 ( a : 一 b
,
) 千 ( a 3 一 b : ) 千

。 = ( J : ,

⋯
,

J
。

) 的斜列和
。

一宇 ( a 。
一 bn

一 , ) 称为加工顺序

事实上
,

T ( J
: ,

⋯ J
。

) 为M
:

开始加工前的等待时间
a ,

和M
:

的实际加工时间
n

艺 b i
,

二 1

以及 M :
从加工 J

;

到 J
,

之间 的空凹时间 瓦( J: ,

一

⋯
,

J
。

) 二
丁

2
( J飞

,

⋯
,

J
。

)
。

从而结论得证
。

两个零件时共有两种情况
:

( 1 ) M
Z

没有空背时间
,

即万
2
( J : , .

J
Z
) = o

这时 a : 一 b
;

《 0 ,

因此有

J
,

) 之和
。 一

F面用归纳法证 明 l ( J : ,

l ( J
l ,

J
Z
) =
了

2
( J

, ,
J

:
)

。

( 2 ) M
Z

有空背时间
,

这时几 ( J
, ,

J
:
) = a Z 一 b

工 , 几

} 1

丫 a Z 一 b
:

> 0 ,

:
.

1 ( J
, ,

J
Z
) = a Z 一 b

: 二 几 ( J
: ,

J
Z
)

。

现设对加工
n 一 l 个零件结论成立

,

证明对加

工
n 个零件结论也成立

。

分两种情况讨论
:

图 2

( 1 ) M
:

加工完 J卜
:

到加工 J
。

这一段时间没有空阴
,

即

1
2
( J

工,

⋯
,

Jn ) 二万 ( J
; ,

⋯
,

J
, 一 ,

)

另外
,

由归纳假设有

l ( J
, ,

⋯
,

J
n 一 ,

) =
几 ( J

, ,

⋯
,

J
。一 ;

)

(2
。

1 )

不失一般性
,

设M
Z

在加工 J。 ( 2 《 K 《 n 一

l)

P

乙 ( a 、一 b : 一 ,
) ( 0 (P 二 2 ,

⋯
,

K 一 1 )

i = 2

K

E ( a 、一 b ‘
一 :

) ) 0
: 二 k + 1

时有空阴时间
,

(2
。

2 )

而不再有空 阴时间
,

于是有

图 3

K
E (
i = k + 1

a 、一 b卜
:
) 《 0 ( P = K + 1

·

“易 n 一 1 )

及
a ,

一 b
, 一 ,

( 0

因此由斜列和定义得

1 ( J
, ,

⋯
,

J卜 1 ) “

= ( a : 一 b , ) 千

二 l ( J I ,

⋯J
,

)

( a : 一 b , ) 干”
.

干 (

⋯千 ( a 。 一 b卜
;
) 干

a 。一 b * 一 , ) 平⋯干 ( a 。 一 , 一 b
, 一 : )

⋯ + ( a 卜 , 一 b
。一 :

) 4
一

( a , 一 b
, 一 l )

( 2
。

3 )
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结合 ( 2
.

1 ) 一一 ( 2
.

3 ) 式便得 l ( J : ⋯
,

J
。

) =
毛 ( J

: ,

⋯
,

J
。

)
。

( 2 ) 若M Z在加工J
。 一 :

到J

丁
:
( J

; ,

⋯
,

J
,

) =
几 ( J

砂时有空尚时间兀 ( J
。

) > 0 ,

则M :
的整个空阴时间 为

。一 ,
) + 几 ( J

。

对加工 J ,
到 J卜 : 的空背时间 仍傲如 ( 1 )的假设

,

则

乙(J
,

) = 鲜
+ ,

+.
· : + a ,

一 ( b *

+. ” 十 b
, 一 :

)

= ( a * 十 : 一 b、 ) + ⋯ + ( a 。一

b
, 一 ,

) > o (2
。

4 )

M .
a J 仅 2 以K 认K州 众几

幽 . . . . 0 口目口 . . . . . . .

一
-

。二

远一山褪一- 级 }b 代

图 4

( a ‘一 b
‘一 : ) 《 o ( P = K + 1 ,

⋯
, n 一 1

PE

中其
i一 k + 1

a 。
一 b

。 一 l ) o

可见 ( 2
。

4 ) 式代数和为斜列和
,

即

几( J
,

) = ,
( a * + : 一 b 、 ) 牛⋯千 ( a 。

一 b
, 一 :

) > o ( 2
.

5 )

另一方面

乙( J
, ,

⋯
,

J
。 一 ,

) = 1 ( J
工 ,

⋯
,

J
。一 : )

二 ( a Z 一 b , ) 千⋯ 千 ( a 、一 b 、
一 ;

) + ( a 、十 : 一 b ; ) 千⋯千 ( a n 一 : 一 b
n 一 : ) (2

.

6 )

又根据假定得

( a * + ; 一 b、 ) 千⋯千 ( a卜 , 一 b
n 一 :

) = o

所以将 ( 2
.

6 ) 式的这些项删去仍 是几( J
, ,

⋯
,

J
。一 : )

时 l
:
( J

; ,

⋯
,

J
。 一 : ) = ( a : 一 b

,
) 千⋯ 千 ( a * 一 b *一 : ) (2

.

7 )

于是 ( 2
.

7 ) 式和 ( 2
.

5 ) 式的代数和为斜列和
,

且
_

l: ( J; ,

⋯
,

J
。

) =
几( J

; ,

⋯
,

J
。 一 ;

) 千 几( J
。

)

二 ( a : 一 b : ) j一 干 ( a * 一 b *一 : ) 千 ( a * 十 ; 一 b * ) 千⋯ 千 ( a ,
一 b卜 : )

= l ( J
, ,

⋯
,

J
,

)
。

现讨论三台机床加工
n 个零件的情况

。

设机床M : ,

M
Z

及M
。

的加工时间分别为
a , , a : ,

⋯
, a , ; b

, ,
b

Z ,

⋯
,

b
。

及
。 ; , c : ,

⋯
, c 。 。

由上面的讨论看出
,

求 加 工时间可化为两台

机床加工几个零件的情况
,

其中第一台机床的加工时间为

k
-

a l +
b

; ,
b

: ,

⋯
,

b 、
: 一 : ,

b * 1 + 乙 ( a ‘一 b 卜
;
)

,
b * : 十 , ,

⋯
,

b 0 2 一 , ,

i 二 2

k
:

k s

b 。: + 艺 ( a ‘一 b
‘一 ,

)
,

⋯
,

b * I + 艺 ( a ‘一 b 卜
,
)

,
b * t十 l , 。

二 ,
b

,

i · k l + 1 i . k卜
一 + l
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P

其中 艺 (气‘一 b ‘一 ,

i’ k 卜 1 斗 1

⋯< K ,( n )

k i

习 ( a ‘一 b
、-

i’ k s一 l + 1

) ( o ( P = k s一 : + 1 ,

⋯
,

k i 一 1 ,

j= i 1
, 1 = K

,

< K :
<

) < 0

P

及 艺 ( a ‘一 b
‘一 :

) 《 o
i’k 一

十 1

( P =

“
. ,

k ‘+ 1 ,

⋯ n )

第二 台机床的加工时间为
c : , c : ,

一
, 。。 。

因此加工时间 为

T ( J
; ,

⋯
,

J
。

) = a l + b
, +

n

艺 e ‘+ l ( ( J
: ,

⋯
,

Jn )

i = 1

r..L

+

叭k不片
其 中 l ( J

, ,

Jn ) = ( b
Z 一 e -

) 十
.

” + ( b 。
_ , 一 b * 卜 2 ) ( b 0 1 一 b 、1

一 : )

+ a

‘一 b
‘
一 )

」
+ ‘b ‘生

· 1

一 + ⋯ + ( b 。
: 一 x 一 e 、2 一 :

)

·

十
, ...J

( b 。
: 一 e *卜

‘
) +

k
:

乏
二 k

( a i 一 b
、_ :

)
z + 1

千

【
k I

(b 、, 十 : 一 e * , ) + 艺
i = k l_ 、 + 1

.�...L
,

十

a i 一 卜)
i 一 1

) + ( b * I 十 1 一 e 、z ) 十
。

~ + ( b
。
一 e ,

一 ) ( 2
。

8 )

是三台机床加工
n 个零件的斜列和

。

对一般m 台机床加工
n 个零件的情况

,

设朋工时间元素排列为
、

;⋯
Jr/山

。

叫
a z [ I 了 a Z [ I J

a z 仁2 3 a : 下之 1

⋯ a

. , ·

a

. . . .

⋯⋯
, , . . . . . .

⋯⋯a l [ 们了 a Z ; 洲 ] ⋯ a尸 J

/r
l
‘

⋯⋯
-/

芬其加工时间 T ( J
, 。 ,

J
。

) 可化为 m 一 1 台机床加工
n
个的零件情况

.

其中第一台机床的

加工时间为 麦:;
[ z ]

a 左l 一 l ,

fZ I

a 左z +

K
l

艺
i = 2

[ l ] [ 2 ]

( a ‘一 a ‘_ : )
[ 2 ]

a h l + I ,

[ 2 !

二
。 , a ‘么 一 l ,

!
‘

,,归里工aJ十[Il

a

K勺自[ 2 ]

a ‘2 +

[ l ] [ 2 ]

a ‘一 a i 一 l )
,

⋯
x + 1

[ 2 ]
o a 左I +

i

〔一] 〔2 ] 〔2 ]

( a ‘一 a ‘一 z )
, a * z十 ; ,

[2 」

a 月

= k l一 z + 1

产

讥艺kK
‘、

电

其中 ( P 二 k i
十 工,

k i
一 :

= 1 2 ,

1 = k 。

< k :
< ⋯ < k

,

簇 n )

及

P 川 〔2 ]

艺 ( a ‘一 a ‘一 , ) 《 0

j= k
, 一 、十 1

k i
川 12 ]

乏 ( a , 一 a ‘一 : ) > 0

= ks
一 : + 1

P [ , ] r: 〕

万 ( a ‘一 a 、一 ,
) ( 0

i 二 k : + 1
( P 二 k , * 1

-
n )
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第
v ( v = 2 ,

⋯
,

m 一 1 ) 台床的加工时间为
I
。 + 1 〕

a 1

l
。+ 1 1

a 2

[
。 + 1 1

a n

例 设有 4 台机床加工 10 个零件
,

各零件在各台机床的加工时间为

J
,

J
:

J
。

J
I 。

5 9 1 3 8

7 1 0 1 0 9

1 1 6 8 2

6 1 5 3 7

4121037 886

九一971310。

一
4863

?

一川耐黔

可看为三台机床加工 10 个零件的情况
,

容易算得加工时间为

又可看为两台机床加工 10 个零件的情况
,

容易算得其加工时间为

J
2

J
3

)

1 2 9

1 3 6

因此 T ( J
, ,

⋯
,

J
, 。

) = 1 5 + ( 3 + 1 3 + 6 + 3 + 8 + 1 2 + 6 + 15 + 3 + 7 )

+ 9 千 ( 一 4 ) 千 1 千 7 千 ( 一 4 ) 千 1 千 ( 一 3 )

= 1 8 + 7 6 + 1 3 = 1 0 7

愁 关于相邻零件的排序

根据斜列和定义
,

可得下面不等式性质
:

性质 1 设 A i
,

B
,

A j和Bj 为任意正数
,

乌 A i千 ( A j一 B i ) 镇 A j干 ( A i 一 B j ) ( 3
.

1 )

成立
。

则对任意数B
‘,

有下面不等式成立

( A i 一 B
,
) 千 ( A j一 B i ) ( ( A j一 B

,
) 平 ( A i 一 B j ) (3

。

2 )

性质 2 设A
“

为任意数
,

则当不等式(3
.

2) 成立时
,

下面不等式也成立

( A i 一 B
‘
) 千 ( A j一 B i ) 千 ( A

I/ 一 B j ) 镇 ( A j一 B
‘
) 千 ( A i 一 B j ) 千 ( A

I, 一 B i )

性质 3 若把斜列和中某一正数 ( 或负数 ) 向前 ( 向后 ) 移动次序
,

则移动后斜别和的

值不减
。

设Ji和 Jj在排列 。 = ( Js
‘ ,

⋯
,

Ji
l’ ,

Ji
,

Jj
,

Jj
‘ ,

⋯
,

Jj
l,
) 中相邻

,

记 。 ‘ = ( Ji
‘ ,

⋯
,

Ji
, ,

Jj
,

Ji
,

Jj
‘ ,

⋯
,

Jj
l’

)
,

利用性质 1

—
3 及 ( 2

.

8 ) 式可证

定理 1 设 Ji 和 Jj是加工顺序 <o 和了 中相邻的零件
,

它们在M , ,

M
: ,

M
3

的加工时间

为a i
,

b i
, e i和 a j

,
b i

, e j
,

若

b i = b j镇 m in ( a i
, a j

, e i
, e j)
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则 当 a i千 ( a i一 e i ) 镇 a j干 ( a i 一 ej ) 时
,

T ( 。 ) ( T ( 0 ‘
)

。

在其余的情况
,

则当

b i千 ( b j一 e i ) 簇 b
.

1千 ( b i 一 e j ) 、

a i干 ( a j一 b i ) 簇 a j千 ( a i 一 b j ) ,

成立时
,

有T ( 。 ) ( T ( 0 ,

)
。

引理 设
a i , a j

,
b i

,

b j为任意正数
,

若不等式
a i千 ( a i一 b i ) ( a j干 ( a i 一 b j )

成立
,

则

m in ( a i
。

bj ) 成 m in ( a j
,

b i )

也成立
。

反过来结论也正确
。

讨论aj 一 bi 和
a i一 bj 的符号的各种可能性

,

便可得证
。

据此引理
,

定理 1 又可改写为

定理 i ‘

设 Ji和 Jj是上面加工顺序。和。
‘

中的相邻零件
。

若 b i 二 b j成 m in ( a i
, a j

,

c i
, c j )

,

则当

m in ( a i , c j ) 镇 m in ( a j
, e i ) 时有 T ( 。 ) 簇 T ( 。

‘
)

。

在其余的情况
,

则当

m in ( a i
。

b i ) ( m in ( a i
.

b i ) 、

m I n ( b l , e J ) 簇 m in ( b J
, e i )

成立时
,

有T ( 。 ) 簇 T ( 。
产
)

。

定理 2 设 J
。一 ,

和 J
,

分别是加工顺序

。 = ( Ji’
,

⋯
,

Ji
“ ,

J
, 一 工 ,

J
,

) 和 。 ‘ 二 ( Ji
‘ ,

⋯
,

JI
I, ,

J
, ,

J
, 一 ,

的最 ) 后两个相邻的零

件
,

若

b卜
,

千 ( b
。
一 e : 一 ; ) 簇 b

,

千 ( b
n 一 , 一 e 。

) (3
。

3 )

( b卜
, + a ,

卜 ,
) 千 ( b

。
一 e 。 一 ,

) 千 ( a ,
一 b

。 一 ;
) 蕊 ( b

: .
+ a 。

) 千 ( b卜
; 一 e 。

)

牛 ( a , ‘一 1 一 b
。

) (3
。

峨)

成立
,

则T ( 。 ) 簇 T ( 。
‘
)

。

证
:

把第 2 至第 n 一 2 个零件等效看为一个零件
,

设机床 M
, ,

M
Z

和 M 3
从 加工 完 第

。 一 邓 个零件的时间分别为
a ‘ ,

b
’

和
。‘ 。

根据性质 1 ,

由 ( 3
.

3 ) 和 ( 3
.

4 ) 得

( b
‘ + b

。 一 : 一 e ; 一 e ,
) 千 ( b

。
一 e卜 ,

) 镇 ( b
, + b

,
一 c : 一 e ‘

)
一

}
一

( b
, 一 , 一 e 。

) (3
.

5 )

〔(b
‘ 十 b卜

: 一 e ; 一 e ,
) + (a , + a ,

卜 : 一 b
, 一 b

l
)〕千 ( b

。
一 e , 一 ,

)
一

卜( a ,
一 b

。 一 ,
)

( 〔(b
, + b

。
一 e , 一 e ,

) + (a
‘ + a 。

一 b
; 一 b

‘
)〕平 ( b

, : 一 , 一 e ,

)
一

卜( a , 一 , 一 b
,

) (3
.

6 )

目先 ( 3
.

6 ) 式的右端总不超过对应于加工顺序了 的斜列和
。

因为当 a’ + a 。
一 b , 一 b

‘

>

o 时就为斜列和
, 当a’ 十 a 。

一 b
, 一 b’ 镇 。时

,

将之移到b卜
, 一 c 。

之后
,

其值不减
,

而这时为

斜列和
。

再看 ( 3
.

5 ) 和 ( 3
.

6 ) 的左端
,

有如 下情况
:

( 1 ) 若
a ‘ + a , 一 , 一 b , 一 b

‘

> o ,

则 ( 3
.

6 ) 左端为斜列和
。

( 2 ) 若 a ‘ + a一 : 一 b : 一 b
‘

簇 0 ,

且 (a ‘ + a一 : 一 b : 一 b
‘
) +
不

a 。
一 b一 : )簇 o ,

则当右端

a ‘ + a
一 b : 一 b

‘

> o 时
,

由 (3
.

5 )式得
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I ( J
‘ J

。

) = ( b
‘ + b

。一 t 一 e L 一 e ‘ ) 千 ( b
,
一 e卜 :

)

) 干 ( b
,
卜 , 一 e 。

)

.

.

.‘
一丹

下d

镇 ( b
‘ + b

。一 e , 一 e

蕊 〔(b
, + b

。 一 e l 一 e ‘
) + ( a ,

一

卜 a 。
一 b

: 一 b
,
)〕千 ( b卜 : 一 e ,

)

落 l ( J“
,

‘

⋯
,

J
、l’ ,

J
。 ,

J卜
l
)

而当 a ‘ + a , 一 b
: 一 b

‘

毛 。 }‘了、 由 ( 3
.

5 )式有

l ( J
, , ,

⋯
,

J
‘,, ,

J
。一 : ,

J
, :

) ‘ ( b
‘ + b

。
一 e , 一 e ‘

) 千 ( b卜 ; 一 e ,

)

簇 ( b
‘ + b

。 一 e 工 一 C ‘

) 千 ( b
,
卜 ; 一 e 。

) 千〔(a ‘ 十 a ,
一 b

: 一 b
‘
) + (a n _ , 一 b

。

)〕

= l ( J
‘, ,

⋯
,

J
、刀 ,

J
,

J
,
卜 ,

)
。

( 3 ) 若 a ‘ + a 。 一 , 一 b
: 一 })

‘

< o
,

而 ( a ‘ + a ,

卜 , 一 b
, 一 b

‘
) + ( a ,

一 b
n _ :

) > 0 时
,

联

b
。 一 e 。一 ,

> o
,

则 (3
.

6 )式左端 为代数介l; 当b
。
一 e卜 ,

簇 。
,

但 ( a ‘ + a 。一 , 一 b
, 一 b

‘
) + ( b

一 e , 一 ,
) + ( a 一 b

, 一 ,
) > 。 月寸

,

(3
.

6 )左端为代数 ,了
,

将
a ‘ + a 卜 , 一 b

, 一 b
‘

移到b
。
一 e 。一 ,

之

后
,

再写为斜列和
,

其值不变
,

而 当 ( a’ + a卜 , 一 b
, 一 b’ ) + ( b

、
一 cr.

一 ;
) + ( a ,

一 玩
一 ,

)

簇 O 时
,

由(3
.

5) 式
,

有

1 ( J“
,

⋯
,

J
,
卜 工,

J
。

) = }〕
‘ + b

一 , 一 e ; 一 e ‘

簇 ( b
‘ 刁

一

b
。 一 e l 一 e ‘ )

一

卜( b
n _ , 一 e , ‘

) 簇 1 ( J“
,

⋯
,

J
‘,’ ,

J
。 ,

J卜
l
)

综上所述
,

都有 1 ( J
、‘ ,

⋯
,

J
‘I/ ,

J
。 一 , ,

J
,

) 镇 1 ( J“
,

⋯
,

J
‘,/ ,

J
。,

J卜 , )
。

两边再
n

加上
a , + b

; + 乙 c 、,

便 得T ( 。 ) 簇 T ( 。
‘
)

。

1 = 1

因为任一排序问题的峨优顺序序是逆顺序的逆问题的最优顺序〔“了,

因此由定理又可得

定理 2 ‘

设 J
,

和 J
Z

是加工顺序 。 = ( J
, ,

J
Z ,

J
: ‘ ,

⋯
,

J ‘
l,
) 和 。 ‘ = ( J

Z ,

J
上 ,

J
‘, ,

J
、“

) 的排在最前的两个相邻零件
,

如果

b
:

千 ( b
, 一 a :

) 簇 b
,

万
一

( b
: 一 a ,

)

( b
: + e :

)
一

卜 ( b
工 一 a :

) 千 ( e , 一 b
:
) ( ( b

, + e :
) 千 ( b

: 一 a ,
) 牛 ( e : 一 b

l
)

成立
.

则T ( 。 ) 簇
‘

r ( 。
‘
)

。

本文奥
1 9 7 9年 1 2月2 6 : 没稿的

,

1 9 8。年出版的文献〔4 〕
,

把〔: 〕中 m 、 。
排序问题两个

相邻零件先后次序的判别条件傲了简化
,

本文的定理 1
,

1 ‘

指 出
,

对 m = 3
,

〔3 〕
,

〔4 〕

中的这个条件实际上可再简化为两个不等式
。
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