
关 于 推 广 的 O p ia l不 等 式
*

数 学 系 赖 万 才

华罗庚 〔‘! 曾猜想下述定理成立
,

但未完成证明
.

定理
。

设 y ( x ) 是 〔0 , a ) 上的一个绝对连续函数
,

适合 y ( 0 ) 二 0
.
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(x ) x卜 1 d x ,
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这里 当且仅 当y = b x ,
b 为常数时取等号

。

创始于 O p ia l〔“] ,

后来为 O le e h [“1和 B e e s a e k [ 4 1 所引用的 o p ia l不等式是 当忍二 1
,

y ( x ) 在 〔0 , a 〕上绝对连续且 y ( o ) = 0 时的 ( 1 )式
.

它是无误的
.

但其后 L e v in s o n 〔“]

对 O Pi al 不等式给出新证以及华在〔1 〕中和最近候明书在〔6 〕中相继推广它时
,

把 y ( x )

在 〔o , a 〕上绝对连续的条件疏忽为 y ( x ) 在 ( 0 , a ) 上绝对连续
.

应该指出
,

这是不

对的 ( 见本文末了举出的反例 )
,

所以这里改正为 y ( x )在 〔0 , a ) 上绝对连续
.

华在文 〔1 〕的末了认为
“ 把 l 变为任意正数

,

似乎也不很难
” .

但候在 〔6 〕中 沿

用华的原来方法对这个不等式作了进一步的探讨之后
,

认为要在 艺非正整数的情形下证明它
“
看来好象很困难

” 。

华的证明方法确实难以应用于 z 非正整数的情形
.

下面另用全变差函数的概念证明上述

定理
。

证
.

1 ) 对于 y ( x )是单调的情形
.

先假定 y ( x )在 〔o , a ) 上是单 调增 加
.

设 0 <
. < a .

我们有
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(这里用了 H 6 ld e r
不等式 ) 其中的不等式当且仅 当在 〔O , a 一 e 〕上 y 二 b x 、

b为常数时取

等号
。

由于
￡ 的任意性

,

即得 ( 1) 式
。

当 y ( x )在 〔。
, a ) 上是单调减少时

,

用
一 y ( x )代替 y ( x )得到同上结论

.

. 本文曾于 1 9 7 9年投 《科学通报》
,

编辑部于 4 月20 日收到
,

由于 4 月19 日收到了杭州大学

王斯雷同志的同一论题的文章
,

因此尽管编辑部认为本文方法
“

与众不同
”

亦不便选用
。
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ii ) 对于 y ( x )是非单调的情形
。

我们在 〔o , a ) 上定义

O , x 二 0 ,

y ( x ) =
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, X 〔( 0 , · )
.

即 y ( x )是 y ( x )在 〔0 ,

单调增加的绝对连续函数
,

x 〕上的全变差
.

由实函数论的知识知道了( x )在 〔0 , 。 ) 上是

y ( O ) “ 0 ,

y ( x ) 1( y ( x )
,

( 2 )

并且存在
C , o < e < a ,

当 二 。 ( e , a ) 时
,

( 2 )中等号不成立
.

又由实函数论的知识知道升
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( 3 ) 是严格的不等式
.

综合上述
,

定理证毕
.

函数
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这说明定理
.户的条件不能易为

“

y(
二 )是 (0

, 。 )上的一个绝对连续函数
,

适合 y( 0) 一‘0
. ”

参 考 文 献

〔1 〕华罗庚
,

科学通报
,

( 1 9 6 5 )
, 3 : 2 5 2

.

‘

〔2 〕o p ia l 2
. ,

A n n .

P o lo n .

M a th
. , 8 ( 1 9 60 )

, 2 9一 3 2
-

〔3 〕O le eh C
. ,

A n n .

P o lo n .

M a t为
. , 8 ( 1 9 6 0 )

, 6 1一 6 3
.

〔盛〕B e e s a e k P
.

R
. ,

T r a n s
.

A m e r .

M a th
。

S o e . , 1 0 4 ( 1 9 6 2 )
, 4 7 0

一
7 5

.

〔5 〕L e v in 名o n N
. ,

P r o e .

A m e r 。

M a th
.

S o c . , 1 5 ( 1 9 6 4 )
,

5 6 5 一 6 6
.

〔6 〕候明书
,

科学通报
,

( 10 7 9 )
, 6 : 2 4 7 一 4 8

.


