
W al sh函数在波形综合中的应用
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要

系提脑电l
)
.

?
、

本文 旨在简叙 W a ls h 函数场基本定义
、

性质和 W al s h 级 数及在W al s h变换的基础

上
,

研 究了一种 新颖 的
、

利用W al s h级数展开的 波形综合分法
,

并给 出 了实现W al s h函

数及W
a ls ll变换的物理模型和实 际逻辑 电路框图

。

最后尚探讨 了w
a ls l, 函数在现代控制

理论 中的应 用
。

一
、

引 言
, . 1

:

美国 曹名数学家 J
.

L
.

从
一

al s h 早在一九二三年提出的正交函数
,

最近几年来在电子领域
、

中得到了高熨的重视和应用
” ’,

并在不少的学科里显示了它的
、

巨大潜力和 吸 引 力
。

从近年

来在 W al s h 函数及应用的国际性会议上所发表的大量论著上看
,

科学家们对 W al s h 函数应
用的重要性及广阔前景的认识已有一致的见解

。

详细且深入
涵论这个令人兴趣的课题已不

是本文的主题
,

故本文仅扼要地介绍有关 W a l、丘函数的定义
、

性质及 W
a ls h 级数

、

W al sh

变换
,

着重讨论它的实现模型及在波形合成中的应用
。

有关 W al s h 函数的详细内容请参 阅

〔2 〕
。

二
、

W al “h 函数的定义及其性质
k、

2
.

1
,

W al s h 函数的定义

w
a ls h 函数系为一种归一化的完备正交函数系

。

它有数种的表示方法和排 列 次 序
,

并

且它们之间是 可以某种方式互换的川
。

在此
,

我们引 人 了 一训
了

用 C
.

Car d ot 方式表 示 的

W
a lSll 函数定义式

。

m 一 1 ,,

W
a l ( k

, t ) = n S g n ( e o s k , Z y 7t+ t ) o《 t< T = 1 { I

y 二 o

”
; 一

W
a l ( k

,

t ) 二
W

a l ( k
,

) t + n ) n = o , 土
、

1 , 士 2 , · ·

一 ( 1 )

m 一 1

k = 艺 k ,召 l

y 二 0

k 称为 W al s h 函数的编 号
,

k一 {
。

, 1

}
{

m 是 k 的二进制表示中的位数
, s g n 是符号函数

,

即

ssn 一 {人默
根据定义式〔1 〕

,

我们就可以描述 出 W al s h 函数的图形及表达式 (1 )
。

如将定义式〔1 〕

开拓到整个 t 实轴上
,

则当 k 为奇数时
,

W al ( k
,

t) 对于原点是奇函数
,

当 k 为偶数时
,



第 1 期 华 侨 大 学 学 报

W al ( k
,

t) 对于原点是偶函数
; 类似于正

、

余弦函数表示法
,

我们也可用正弦 W al s h 函数

S a l ( i
, t ) 和余弦 W

a ls h 函数 C a l ( i, t ) 表达奇
、

偶 W
a ls h 函数 ,

于是
:

W
· , ‘k

,
, , 一

{
S a l

C a l ( i {;
当 k = 2i 一 1 ,

当 k = 2 1,
⋯

。

二 n

⋯⋯ n
( 2 )

2
。

2 W
a ls h 函数的若 干性质

1
.

乘法公式
:

W
a l ( n , t ) W

a l ( rn , t ) =
W

a l ( n ¹ m , t ) ; 这个性质表明多 二个

W a lsh 函数的积仍是 W al s h 函数
,

其结果是模二和
。

2 。

符号变更的次数
:

W a1 5 h 函数W al ( 女, t ) 在 !习间 { o《 t《 1 } 里变号
一

的次数恰好等

于 k
。

从这个性质出发
,

定义了一种广义频率一列率
,

其 单 位 是 〔H m 〕〔’1
。

列率 恰 好是

W al s h 函数在斑 位时间间隔内通过零点次数之半
,

因此 W al s h 函数的一般表达式可写作
:

A C al ( 小T
,

(t + t
。

) / T ) ; 它有四个参量
:

振幅 A
、

列率 小
,

时运 t 。 和时 基 T
。

时基 T 则是

W al s h 函数所特有的
。

8 .

规范正交件
、 W al ( k ,

t) 在 。成 t < 1 上是一规范正交函数系
,

它满足实值连续函

数的集合 { W a l ( k , t ) } = { W a l ( o , t ) ,

W a l ( z , t ) ⋯⋯ } 在 〔o
, z 〕区间上正交的条

。
. ,

r l , 二 r , ,

二
、 、、 , , , , . 、 , .

f l 当 k 二 h
件

,

即 1 W a l ( k , t )
·

W a l ( h , t ) d t = 褚 韶二工芒
rr , 协“ J。 ” 一

‘ 、 “ ’
‘ 产 一

” 一 ‘ 、 “ ’
‘

/ u
‘

一 L。 当 k 斗 h

4 。

奇偶性
:

W a l ( k , i 一 x ) 二 ( 一 1 ) ‘

W a l ( k , x ) , 当 k

对于点
一

妻为偶对称
‘

当 k 为奇数时
,

W a l ( k , t ) 对于点

为偶数时
,

W a l ( k , t )

为奇对称
。

W al sh之函数尚具有其它一些性质
,

如 W a lsl , 函数的压缩性等
,

在此不一一列举了
。

三
、

W a ls h 级数及 W a ls h 变换

3 . 1 W a ls h 级数的展尹I
:

任一满足 D i r i e h le t 条件的 J习期 函数 f ( t ) ,

展开成 W a lsh一F o u r i e r 级数为
:

f ( t ) 二 a 0 W a l ( 0 , t ) +

( 父二

艺
n = 1

a n

w a l ( n , t )

其中
: a0 =

手丁f ( t ) W a l ( 0 , t ) d t = {
,

J;“
”d ’

a

一牛
在定义域里

, t ‘
,

丁:
“ , , W ·’( 一” d ’

n = 1 , 2 , , ·

⋯
。

。《 t’ < 1 ,

可类似于 F ou r ie r 级数将其展开为
:

f ( t ) 二 a 。W a l ( 0 , t )
仁丈二

+ 艺 〔a ‘e a l ( i , t ) + b j s a l ( j, t ) 〕
i , j= 1

( 8 )

( 4 )

其中
: · 。

一:
一封:
b , = 一

状

f ( t ) W a l ( 0 , t ) d t =
1 fT , , ‘ 、 , *

于石 1 1 气L 声Q t

1 J O

f ( t ) C a l ( i , t ) d t

f ( t ) S a l ( j, t ) d t

二 ( 2 , 4 ,

⋯⋯ Z N )

= ( 1 , 3 ,

⋯⋯Z N 一 1 )
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它 与F o u r ie r 级数之间存在有这样的关系
:

C a l ( i
, t ) = a o ‘ + 签 〔a 、‘e o s k o o t + b *‘s in k。 。t〕

k = 1
卜

!
....‘.毛.‘

r

.
l
.

⋯
.

⋯

+lJr
,

I
J , .

es
J

S a l ( j
, t ) =

a o 了 笠
洲 〔a * ie o s k 。

。 t + b *js in k o o t〕
k 二 1

, (t , 一
。c · , ( 。

, t

卜 、
,

j

若
1

{
一

!智
’

b
,

l
a

喜

心) 二

十 E

k = 1

C C

十 E

k = 1

( 5 )

( a 、‘e o s k o o t + b
、‘s in k (.〕。t )

( a 、] e o s k o o t + b
、j s i: I k ¹ o t )

O :

如果级数 乙 a , :
w al ( n , t ) 收敛 j 函数 f ( x) 的话 ,

则具有下述意义
:

n = 1

1i m

n 一卜 C ( : !: !
f ( t卜 芬

· , :
W · 1 ( 11

川
Z d ‘= 。

‘ 。 一 n 二 0 ‘

( 6 )

3 . 2 w a ls h 变换及反变换

如果函数 f ( t) 在非负实数的集合 {R 十 } 中是 可积的
,

即满足在条

峨
f‘· ) d · ( 十 优的

所有 L e b e g u e 可积函数的 全体 I
J

空 l可中是 完 备 的
,

有 f ( x ) 任L ( R + ) ,
_

且 f ( t ) 的 W a ls h

一 F。 。 r ; e r 级数在 t 二 x 处收敛于 f ( x ) ,

则
:

!
口

、、Z
X

吸产人甲

月

IJ、、
少孟L了‘、�二l

f ( x ) 二
】1r

i l

、、
-
) 卜 O〔; I 小

,
·

( x ¹ t ) d y d t = 1i nl 「
W 个以

一

J

女口果令
:
“ ‘t, 一

J小: ( t ) f ( t ) d t

将式 ( 8 )代人式 ( 7 ) 得
:

f ( t)
11盯-

W
一三卜 O 二丁

f“ ‘, 小
· ( · , d , =

工
OC f” ( t ) :

小( x ) d y

小
: ( t ) f ( t ) d t d y ( 7 )

0

( 8 )

( 9 )

式 ( s ) 和式 ( 9 )构成了 W a lsh 一 F o u r i e r 变换对
。

四
、

W a ls h 函数及 W a ls h 级数的实现模型

本节将研究实现 W al s h 函数及

结构图
。

W al s h 级数数学卞妙担的物理模型
,

龙洽出某些具体逻辑

4 .

1 W al s }l 函数发生器

根据 R a( 工e m ac !l e r 函数的乘积可以构成 W al o h 函 数 的原 理 川
,

用开关电路产生一组

R ad e m a e h e r 函 数
,

再利用 一些逻辑电路产生一组 W a] s h 函数
,

这种方法为大多数设计师

所采用
,

并有相当多的文献 提 及 它 fZ ! ,

闭
。

故在 本文中不 i寸论这种方法
,

而着重介绍一种

用单位脉冲发生器驱动的 W al sh 函数发生器
。

这一方法的原理是利用环形计数器产生各种序号的单位脉冲 ( 图 1 ) ,

在此我们设为正

逻辑
,

即高电位为 1 ,

低电位为 。尔后依 W al sh 函数的序号进行逻辑组合
,

以形成各种序
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号的 W al s h 函数 ( 图 2 )
。

对于前八个 W al s h 函数的组合逻辑表达式如下
:

W
a l ( 0 , t ) = 1 {

W
a 孟( l , t ) = 10 + 12 + I: + 13 = 14 ·

I
。 ·

I。
·

1
7

1

w
a l ( : , t ) = I。 + I, + 1 6 + x7 二

五
.

瓦
.

五
.

瓦 L

_ _ _ _ }

W
a l ( 3

.

t ) = 10
一

卜 11 + 1 4 + 1 5 二 12 ·

13 ·

1 6 ·

17 1

_ _ _ _
、

( 1 0 )

W a i 咬 4
。

t ) = 1 0 + 1 3 + l、 + 1 7 二 1 1 ·
l : .

1 5 .
1。

,

W
a l ( 5

·
t ) 一 1 1 刁一 1 3 + 1 5 + 1 6 = I一 12

·

1
4 ·

1
7 -

w
a l ( 6

.
t ) 二 , 。 十 1 2 + 1 5 + 1 7 =

不
·

兀
·

五
·

瓦 一
— — — — {

W
a l ( 7

,

t ) = 1
0 + I: + I、 + I。 二 1 1 ·

1 3 ·

1
5 ·

1
7

另贝{]
,

对于更多序 号的 从 a ! s h 函数
,

我们仍可用更多级的环形计数器 ( 或移 1 计数器 )

去产生更多的 单位脉冲
,

构图示于图 3
。

业用二极管矩阵去产生更多序
一

号的 W al s h 函数的逻辑组合
,

其结

升称升

几

—
门二一—

1. 1 .

图 1
。

几 与 几 坛 几 乃

环形计数器及其波形
孔曰1 几丁口飞八J U 飞刀比1 门一

单次昧嘟胜蕊 (好琳!
户

通(叭幻 乙司丈砍t)

劫奋〔扭t)

幼扫(‘不幻

闪叹夕沈J

时以〔3
、

生)

闪以(4. 幻

W肠l(t
.

t)

认如〔〔‘t)

认碱你口

(久 )

叨以(: t〕

认以〔氏 t)

以J以〔东幻

lllll
!!!!!

卜卜一一一,,

认加乙亡衣t)

刘O t)

以《卜t)

沁〔扫
,

勺

C湘龙小.t)

认翻之伍 t)

S比亡之东口

‘汽名(3. 口

二 云 不 云 式忘立宕 切目(7. 幼 到‘不幼

抓〕一

为门

图 2
。

前八个 W al s h 函数发生器及波形图
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方方形乒极碧碧

雄雄妹妹

协向记(a艺)
认向友乙t少

仙丈夕
.

t少

咧
(香

,

亡少

图 3
.

用
.

不形计数器及二极管矩阵实现八个序号的 W al s h 函数

4
.

2 叭
’ a ls ll 级数的实耳左(模型

从戎 ( 3 川
; 可知

,

任一函数 f( t) 可展 开为 W al : h 级 数
,

则 f(t) 可表示为各种序 号的

C( 二

W
a ls ll 函数fl勺线性组合

,

f
‘
(t) = 乙 a : .

w a l ( n .

t )
。

对 f
、
(t) 作出近似逼近

,

则 n
应 取足

11 二 O

够大
,

使其近似程度对全体 i可容
,

在达种情况下
,

可令其线性组合为
:

a ‘。 二 A
,

W
a l ( n , t ) = ( 小

。 ,

小
: ,

小
: ,

⋯⋯中
。 一 : )

f
‘
(t) = 艺 F

‘ = ( F o + F z 」
-

⋯⋯F
、
) ( 1 1 )

当 f‘(t ) 的线性组合按 i = 1 , 2
,

⋯⋯ k 和 n = o , l ,
· ·

一 m 一 J .

全邹展开时
,

线性变换的一

般形式为 F = A X 中
。

片实现 J忆( 3 )数学模型的 W
a ls h 系数矩阵 A 为

:

1 a l o a z l a 1 2 a z 3 ⋯⋯a z , 一 1

A = a 细 a ” a 22 a 2 3
’

·
’

.. a 2! 一 l

a 切 a kl a 魄 a 昭
. 。 。 ‘

二 a 如
一 l

贝;{图 4 为式 〔3 )
‘

丈现的物理模烈
。

从图 4 的结构图中可以看出
,

实现函数 f (x) 的 W al sh

级数展汁的基 术过于
, ;为

:

用逻辑电路构成 W al sh 函数发生器
,

产生所需要的 W al s h 函数
,

在控制单元的控制 I:
,

把得 到的 W a1 5 h 函数按系数迸行加权组合
,

其输出经求和电路后
,

在求和电路输 出端使可得到所需函数 f( t) 的遍近输出
。

‘

求求求求求求求求求求求求求求求求求求与与与与与与与与
‘
一 一 一 一

“姚刃刃刃 和乏乏
撞撞 蒯蒯蒯 山

. 一 一 一 一 山臼卜999999999
·

电电

单单九九九 旬祝
月协 一 一 _ 气, 司‘俐、、i阳阳 路路

)))))))))

时时神神

图 4
.

实现 W al s h 级数展开逼近 f(t) 的物理模型结构图
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4
.

3 若
二

卜波形的合成

1
.

三角波
:

设 f( t) 以 T 二 1 为周期
,

且

图 5
.

三角波
f (t)

2 (1 一 t)

根据奇仪函数的性质 育 b
; 二 。,

而
a ‘

呈

一}
一

工;
‘(, )C ·

“ 。, ‘) d ‘二

J{
2 , ‘, +

丁1
2 ‘, 一 ‘ , d ‘一

么
-

一 冬
一

J;
‘(, )C · , ‘1 , , ) d ‘二

J:
2 ,二 , ‘ , , t , d , +

丁{
““ 一 ‘, 二 ,‘, , ‘, 《, ‘

一奇

一 杀I;
“t , C ·

“ 2 , t , d卜 。

{
‘, 2 ,

一 毒J;
“t , C ·‘( 3 , ‘ , d , 二 一

会 ⋯
}

. . . . . . . . . . . . .

⋯⋯
。 . . . . . . .

⋯⋯
,

于是得到了 f(t) 的 W al s h 级数展少卜式为
:

f (t) =

零
一

李e a l ( z , t ) 一
妻e a l ( 3 , : ) , ⋯⋯

乙 络 O
( 1 3 )

取展开式的前三项
,

则得近似式为
:

f(t) 二李
一

卑c a l ( l , t ) 一
李e a l ( 3 , t )

2 4
一

’

一
‘

8 - - - - 、 - ,

一

它自勺实现 使塑如图 6 结构图所示
。

( 1 4 )

亡次夕
工
万

孟
忍

图 6 三角波逼近实现的结构式

(‘)
去
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2
.

周期性方波
;
设其周期为 1 且

:

f(t , 二

{
一

吕乓龙
其中 C 为常数

;

由 W al s h 级数展开式有
:

图 7 周期方波

一轰
、

I;
“‘)W

·
“ ”, ‘) d ‘=

I{
C d ‘ 一

I;
C d ‘= 。

一牛I;
‘(t)W

· ‘( 1 , t ) d 卜J:
C d ‘ 一

丁;
C ‘

一 ‘)d , 一C

a Z 二 a 3 = ⋯ ⋯ a , , 二 O

( 15 )

l
es‘

.

、
.r

.

es!

于是
:

f(t) 二 W
a l ( 1 , t )

。

根据图 4 的结构及图

6 的例子不难画出其实现结 均图
,

限于篇幅
,

从此开

始均不再描出其退近实现的结构图
.

3
.

全波整流的波形
:

设 f(t ) 以 二 为周期且
_

:

f (x ) = 5 in 兀 x , 0《 x < l

子的

兀

由 W a1 S h 级数展开得
: 图 s f(x ) 二 5 in 二 x 图

叔 。 =

。
.

1 二 , , , _ 、 ,

2
。 I n 兀 x y\ a 以 U 一 X , a x = 兀

a l = 5 in 兀 x
w

a l ( ] , x ) d x = 0

a Z = 5 in 兀 x
w

a l ( 2
, x ) d x 二

J
孟 1
4

5 in 兀 x d x 一 一

兀 f重
s‘n “ X “x

J 4

( 1 6 )

z
�11.In‘,LC曰

!
砂

!
甘r.,.J,土兀1上兀,土兀

二

凳
( ‘一 了丁 ’

X
‘

dX兀n

.11

S
盈盆4户

I
J,土厂l r盈

一 土

!仓5 i n lt x d x +

兀 J 互

一龚J;
S‘

⋯W
·‘( 3 , ‘ ’d ‘

= 0

:⋯:⋯

于是得到了 f ( x ) 的 W
a ls l、

产、、11行了OU
.月J心.人

矛‘、了t、

!

⋯1
1
‘

了

级数展开式
:

( z 一 扩丁 ) W a l ( 2 , x ) +
, · ·

⋯
自产-兀

十
‘( x ) =

凳W
a , ( o , x )

同理
,

我们亦可导出简单 {}二弦波的 W al sh 一 F。盯 i o r 级数展开式
:

f ( t) 二 5 i n Z 兀 t o 《 t 成 1

f( t ) = a 1
W

a l ( l , t ) + a 5

W
a l ( 5 , t ) + a l s w a l ( 13 , t ) + ⋯⋯

其甘1 :

一 {;
S‘· 2 · 。W

· , ( 1 , t ) d t

· 。 =

{;
S ‘·2 · , W ·

“ 5 ,

” d ’

一 I;
S‘· 2 · tw

·
“ , 3 ,

” ‘’
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f ( t ) = S in 之二 t的逼近图

[ 述的那些波形合成
,

均是在电子学领域巾常见和师用的
,

我们藉助于这种方法
,

可很

方便地进行一些波形的产生及合成
.

另则
:

将式 ( 3 )中的 a 、

项作下述近似
:

a
‘

二

入f
, f(t)w

a ; ( k
, : ) d t《

1 J O

N 一 1

乙 N ‘

W
a l ( k

, t ) 0 ( t
‘

(
‘

f 一 1 ( 1 9 )

k = 1

llllll 巾
‘‘

札札札
,
l 毛毛

以以
...

、、、
‘‘口口

图 10
.

数字 W al 引、 函数分析仪结构图

据此便可构成 W al sh 函数数 字分析仪
,

‘

已的上要 (’J三用是将连续函去帕寸信
一

号转换为二进

制的 W al s h 函数系数
.

它的基本原理结构图示于图 1 0
.

它的
一

}丫
{万过程大致是

:

把随机变量

函数 x (t ) 经采样保持电路单元 ( S 一 H ) 后
,

由电压一频率变换 器 ( V 一 F ) 将其转为频本

脉冲 N t 作为每个计数器时钟通道的输人
,

业将 W a ls h 函数发生器的输出小
。 ,

小
; ,

⋯⋯小
, 一 : ,

接到相应的计数器加减控制端
,

控制计数器对 V 一 F 变换器送人的频率脉冲 {1三加 减 运 算
,

当小
、 = 1 时

,

作加法
,

当小
、二 一 1 时

,

作 减法
。

于是在每 个
}!

一

}一 化的 l卜士间周期吧
,

计数器的

内容 C
丸

就是 W al s h 函数的系数
。

这就完成了函数 X (t ) 的 二进制的 W al 引1 系数的转换
。

它

可供过程控制及信号处理等用
。

控制单元对整个网络提供控洲信 号
,

; 绍中有计数器及 W al sh

函数发生器的起动及复位控制 ; 当计数器溢出时
,

关闭 W al s h 函数发生器及计数器
。

并对采

样周期提供控制
,

由复位控制命令启动采样周期
、

W al s h 函数发
几

器及
一

计数器同步动作
。

这

种变换在电子控制系统 分析中的重要性是众所周知的
, ;

饺友 文
班

‘

找二赞述
。

五
、

w al s h 级数在现代控制论中的应用

我们将在此节中探讨 W al s h 级数在现于丈控制论中应用的方法
,

这种方法是全新的
,

并

且易于用计算机实现
。

“
“ ‘ ’

.
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我们考虑下述线性系统
, ’

己可用 n 阶微分方程式描述的形式
,

即
:

X
n
+ a I X 卜 I + ⋯⋯ + a n 一 , X Z 提一 a 。

X = b o L: “ + b 一u 卜 l + ⋯⋯ b
, ‘一 1 u Z + b

r 以 ( 2 0 )

其中
: a 、,

bi 均为常数
, i, o 二 1 , 2 , “

·

⋯ n

j二 0 , 1 , 2 , ”

一
n

考虑一个简
一

单情况
,

强追函数中不包括输入的导数项
,

即
:

b 。 = b , = ⋯ ⋯ bn
一 1 二 o ,

b
。

铸 o , 则方程式 (2 0 )变为
:

X
“
、 a : X

n 一 ‘ + ⋯⋯ a , 一 , X Z + a o

X = b
o u ( 2 2 )

通过变换憋理后可描述为
:

X = A X + B U
,

X (0 ) = X
。

其中
:

1 X l

{又
,

‘ 二

⋯:
}
\、

父
。

{

( 2 2 )

,几,�,人勺‘
从U
.

b
"l||
.
.

|
.

|
.

1
、

一一B

a 1 1

a Z I

a 1 2 . 0 .

⋯ a 卜

a 2 2 , . 0 . , . a Z 。

. . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯
. . . . . . . . . . . . . . .

⋯ ⋯

a o z a o Z ⋯⋯ a 。, : b
。 l

那么
,

我们可以用 W al s h 级数对其迸行求解
, 首先

,

用系数是
n x m 的 m 项 W al , h 级

数去逼近确定 X
,

令
:

0,
1

.
人甲1甲C 一0 C r , ··

一C : (
r ,‘_ l )

C Z o C 。 : ⋯⋯C Z (
。 一 J

)

( 2 3 a )

C
, , 。 C

。- ⋯⋯C
。

(
, 。 一 l )

,

机
一 ’

一汉队以阵八队以

或简记为
:

中垒c (
。 、 。

) 、 巾 (
。 : : )

I

( 2 3 a )

、

!l
!
eees

l
沪

J

/

.‘自‘目CC
口-。。-。

C

一一

.

X

值得指出的是
:

解此微分方程与常规方法不太一样
,

因为我们所采用的状态变量 X 是未

确定的向量级数
。

状态变量 X 可由积分求得
:

x “卜 C

l:“
‘) d ‘+ X 。

( 2 4 )
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上述积分亦可由 P 矩阵近似逼近
,

即
:

J)
中‘入, d 久垒p 小“,

,

则X “卜 C

丁{
小(入) d 入+ X 。

垒C p 小〔t卜 x 。

输人向量亦可用 W a1 5 h 级数表达
:

( 2 5 )

h 2 0

ih , 。 h 1 1’
· ·

⋯h l(
。 ; 一

l)

h 2 l’
· ·

⋯h Z (
、 _

l)

了 、

⋯小
。

{

} 小
: } A

} ‘一八 . 】月、

: ⋯
一 n ‘

‘小
川
一

⋯

( 2 6 )

式 中 H 是常数矩阵
。

将式 (2 5 )
、

(2 5 )
、

(2 6 )代入式 (2 2 )得
:

X = A X + B U = C小 = A { C P中 + X 。 } + B H中

X (o ) = X O

我们将 A X 。 也统一写成向量形式
:

AX 。 = A X 。中 。 = 〔A X o .

OOO. ·⋯ O〕中 二 G 中

m 一 1

化简式 (27 )得
:

C 中 = A C P中 十 G 亦 B + H 中 {

C = ACP + G + B H

令 K = G + B H 并代人式 (2 9 )

C 二 ACP + K

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 9 )

( 3 0 )

,立2CC⋯
。 !

⋯

} c Z 一
‘

-

, 肠它可描述为
’

⋯;⋯
二 〔F

‘

À ‘〕

( c
·

,

( 3 1 )

kl叭:!风

尹J
.

|||
.

|
..

⋯
、

其 中P‘ À A 是矩阵 K r o ne c h e r 积
,

它的定义式是
:

a 2 l p , a l : p ,

⋯⋯ a 一,

p ,

a 2 l p , a : : p ,

⋯⋯ a : ,

p ,

P产À A 二 ( 32 )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

a , l p , a 。 Z p ,

⋯⋯ a 。。

p ,
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如果 〔l 一 P’ O A 〕
一 ’
存在的话

,

则式 (3 1 )可整理为
:

、, ’

)

⋯k
,

⋯
〔 ! 一 P

‘À A 〕
一 ’ { 三一

} 三⋯

( 33 )一一

、
‘
、、

!!1
.

⋯
‘

/Z

阵沁炸
l

风
.

由式 ( 33) 求到 C 后
,

我们可建 立求状态变量向量的方程
;

X = CP中 ( t ) + X o ( 34 )

因此
,

任一定常高阶微分方程总可由状态方程描述
,

而状态方程通过式 (33 )
、

( 34) 可用

W a ls h 级数进行求解
。

六
、

结 束 语

由于 W al s h 函数本身的二值特性 与数 字电路特性相 协调
,

故其近期来在电子领域中得

于越来越迅猛的发展
。

目前
,

不少科学家正在致力于探讨和开拓它应用的
“处女界

” ,

鉴于

W al s h 函数的应用是一个内容广泛并具有极大潜力的课题
,

本文仅研究 了其中的一小部 份
,

有关 W al s h 函数本身的进展及在其它领域中的应用我们均无涉及
,

并在文 中可能存在着一

定的缺点
,

但作者愿乐观地指出
:
随着科技的进展

,

W al s h 函数必将在许多领域的应用 中结

出丰硕之果
。

本文在写作过程中
,

得到我系肖金炳同志的帮助和进行有益地讨论
,

又承蒙康赐荣老师

仔细校阅本文底稿
,

现谨向他们一业致予衷心地感谢 !
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