
一 种 新 的 单 变 量 选 优 方 法
*

数 学 系 赖 万 才

提 要

本文对 《电子工业技术动态 》一九七二年第三期上发表的华罗庚的手稿里提 出

的一个优选法问 题提供 了解答
.

所得结果使分数法和黄金分刘法成 了我们的新方 法

的一个特例
。

(一 )

在上述的华罗庚的手稿里
,

研究这样的问题
:

在区间〔O , 1〕上的
x 。处已做过一次试验

,

河利用这次试验的结果合理地安排以后的试验 ?

华罗庚的处理是
:

置 。 = 二 1
+

侧 5

2

“ 0
.

61 8.. 二 分三种情况来讨论
:

0 < X o < 。 2 ,

。 2

< 鞠 < ¹ ,

、夕、.产、少

由于 1 )
、

x o < 1 。

3 )是对称的
,

只 要讨论其一就够了
.

以 3 )为例
.

在 。 x 。处做一次试验
.

如果 。 x 。

是最优的已试点
# ,

则最优的已试点处于留

〔间的黄金分刘点
,

用黄金分刘法做下去
; 如果 x 。

是最优的已试点
,

则去掉的区间是〔0
,

〕
,

其长度大于。“还不坏
,

以下又变为在 ( 。 x 。, 1〕上的
x 。处已做过一次试验的问题了

.

再讨论 2 ) , 在
一x “

处做一次试验
.

如果 讼是最优的已试点
,

则去掉的区间是〔。
, x 。〕

,

度大于。 “

还不坏
,

以下又变为在 ( x 。 , 1 〕上的
一

考
一处已做过一次试验的问题了

, 如果

·

最优的已 试点
,

去
.

则最优的已 试点处于留下区间 〔0厂茎全 ) 的黄金分刘点
,

用黄金分刘法

最后他提出这样的问题
: 对 2 )的情况

,

该不该分 x 。乏于来研究 ? 以上的处理能不能改

戈们的回答是
:

对 l )和 3 )的情况
,

在不预定试验次数下
,

是不能改进了
.

对 2 )的

可以改进
,

而且应该分
x 。之于来研究

.

当于< x 。< 。时
, 2 ) 的情况象 3 )一样

,

在不

这种方法我们曾经简单地叙述在〔1 〕中而没有论及它的最优性和给出证明
。

为了方便
,

在只有两个已试点的情形
,

我们亦称较优的已试点为最优的已试点
.
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预定试验次数下
,

于 co x 。 处做一次试验
.

就是说
,

最优试验点的安排不必分成 1 )
、

2 )
、

3 ) 来讨论
,

只要分成 。< x 。< 于和告< x 。< 1 两种情况来讨论就够了
.

关于这些
,

我们将

在后面给出明确的叙述和证明
.

所得结果可总结成下述的选优方法
:

A ) 如果在 〔。
, 1 〕上的

x 。处已做过一次试验
,

预定再做
n 一 1 次试验

,

那么再 做的第

一次试验安排在 〔0 , 1〕被 x 。

所分的较
一

长一段的
n 一 1 次试验的分数法的头两个试验点中靠

近
x 。的那一点

林 ” ,

而以后把每一 次的留下区间比作 〔o , 1〕
,

最优的已试点比作 x 。#

特
,

关于

余下试验次数作如上的类似处理
,

直至余下试验次数完了为止
,

是在 〔o , 1〕上的
x 。处已做

过一次试验
,

预定再做 。 一 1 次试验的一个最 优策略
.

特别
,

当 x 。是 〔o , 1 〕上的 n
次试验

的分数法的头两个试验点之一时
,

这个新的最优策略就是 〔0 , 1 〕上的 二 次试验的分数法
。

B ) 如果在 〔。
, 1 〕上的

x 。 处已做过一次试验
,

若不预定试验次数
,

那未再 做 的 第一

次试验安排在 〔o , 1〕被 x 。
所分的较长一段的两个黄金分刘点中靠近

x 。的那一点
,

而以后把

每一次的留下区间比作 〔。
, 1 〕

,

最优的已试点比作 x 。 ,

作如上的类似处理
,

是在 〔0 , 1〕上

的 x 。处已做过一次试验
,

当不预定试验次数时的一个最优策略
.

特别
,

当 x 。
是 〔o , 1 〕上的

两个黄金分刘 汽之一时
,

这个新的最优策略就是 〔O , 1 〕上的黄金分刘法
.

(二 )

不失一般性
,

讨论求 目标函数的最大值的情形
。

听谓 f (x )在区间 〔O , 1〕上为一单峰函数
,

是指
:

f (x )在 〔O, 1〕上的某点 x *
(称为最

优点 ) 取最大值
,

且在 〔O, x *
) 上严格增加

,

而在 ( x * , 1 〕上严格减少
。

对于 〔o , 1 〕上的任一单峰函数 f (x) 和任意给定的 S 个 点 x l , x Z ,

⋯
, x , .

我 们 定 义

△ ( x ; , x Z ,

⋯
, x , f ) 如下

:

对 f ( x ) 而言
,

当 x : , x Z ,

⋯
, x ,

中的极大点有两个时
,

△ ( x : , x Z ,

⋯
, x

·

, f ) 表示

以这两个极大
l

气为端点的开区间
, 当 x : , x Z , ·

” , x ,

中的极大点唯一时料材
,

△ (x1
,

x2
, ·

,.’
x : , f ) 表示 〔o , l〕上包含该极大点而不包含其余 s 一 1 个点中的任一点的最大区间

. 、

本文限于讨论侮次只做一个试验的情形
.

所谓给定了一个试验策略甲
,

就是给定了一列映照 {甲
,

}
: 甲 ( i = 1 , 2 , 3 ,

二 对于 〔0 , 1〕

上带有至多一个例外点的任意区间有定义
,

且把每一个这样的区间映成自身 ( 保持例外点和

端点不动 ) 带上另一个例外点
, 甲与 〔o , 1 〕

、

f ( x ) 有如下的结合
: *

甲 : 把 〔0 , 1〕映成自身带上一个例外点
x , ,

在 x : 上做第一次试验
.

把带上例外 点 ( 唯

一的已试点 ) 二 , 的△ ( x , ; f ) ( 二 〔0 , 1 〕) 称为 f 在 甲 下做 了第一次试验后的留下区间
,

记作△
工 ( 印

,

f )
.

甲 2

把△
: ( 甲

,
f ) 映成自身带上另一个例外点

x : ,

在
x : 上做第二次试验

.

比较在
x : , x :

上的试验结果 ( f (x) 的函数值)
.

把带上至多一个例外点 (最优的已试点 ) 的△ 〔x : , x : , f )

称为 f 在 甲 下做了第二次试验后的留下区间
,

记作△
2 ( 叭

一

f )
。

, ,

当被分成两段一样长时
,

可任取其中一段当作较长的一段
.

。 ‘ 。

当最优的已试点有两个时
,

可任取其中一点当作 x 。。

。 . 0 .

把
s = 1 的情形也算作 x : , x : ,

⋯
, x ‘

中的极大点唯一
。
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依次对于 i 二 3 , 4
,

5 ,

一 印 ‘

把△
; 一 , ( 甲

,

f) 映成自身带上另一个例外 点 x 、,

在 x ‘

上

做第 i次试验
.

比较在
x , , x : ,

一
, x 上的试验结果

.

把带上至多一个例外点 ( 最优的已 试

点 ) 的△ ( x l , x Z , ~
· x : ; f ) 称为 f 在 甲 下做了第 i次试验后的留 下区间

,

记作△
‘

( 甲
,

f )
。

我们把△
,

( 甲
,

f ) 上的一个其内部不包含已试点的最大开区间称为 △
‘ ( 甲

,
f ) 的 一 个

核
.

它的长度记为 d
‘

( 印
,

f )
,

把△
:

( 甲
,

f ) 之长减去 d
、

( 甲
,

f ) 记 作 0
‘

( 甲
,

f )
.

我们称 d ‘ ( (p ) 二 s u p d ‘ ( 印
,

f ) 为 甲 在第 i次试验后的精度
.

f

对于试验策略 甲 和 冲
,

若成立 d
、

( 甲 ) ( d
、

( 冲)
,

则说 甲 在第 i步不劣于 中
; 若成 立

( 甲 ) < d
,

(小)
,

则说 甲在第 i 步优于 冲
。 若 成 立 d

、
( 甲 ) = d

、

(冲)
,

则 说 印和 中在

i步等价
.

若成立 d
.

( 甲 ) 三 d
‘

( 冲)
,

则说 甲和 冲完全等价
.

把第一次试验安排在
x 。 的试验策略 甲 记为 甲爪

, .

若试验策略 甲x.
,

在第 i步不劣于任一试验策略 甲二 ,

则说 甲x 。

在第 i 步是最优的
.

若试验策略 甲、
。

对于任一试验策略 甲x 。 ,

或者第 i步 甲、
。

不劣于 甲x 。 ,

否 则 第 i十 1 步

山第

甲* 。

必优于 甲二
,

则说 印x 。

在第 i 步是滑动最优的
.

所谓

所谓

甲x 。

为一 n 次试验的最优策略
,

即 甲xo

甲* 。

为一不预定试验次数的最优策略
,

在第
n 步是最优的

.

是指
: 甲

_

,
一

。

在每一步都是滑动最优的
井 # # 林气

(三 )

我们有下面的

引理 1
.

设 甲、
哈

为一在 〔o
,

1〕上把第一 次试验安排 在 : 。 ,

而以后按照 (一 ) 中 脚 邓

样安排任一次试验的试验策略
,

那末

一CD ‘一 ‘x 。 , CO 《 X 。( 1 ,

·

。‘一 2 ( z 一 x 。 )
,

士( x 。 < co ,

d
‘

( 甲x 。 *
) = ( 1 )

,

。‘一 Z x 。 , 。 2

< x 。 < 专
,

·

。 ‘一 1 ( 1 一 x 。 )
, o 《 x 。《。 2 ,

其中 i 二 2 , 3 , 4
,

⋯
, 。

一

1 + 了 5

2

二 O
。

6 1 8
. 。 。

证
。

由对称性知道
,

只要对专( x 。《 1 的情形来证明就 够 丁
.

对于任一单峰函数f
,

用D
、;
代表第 i次试验后有唯一的最优的已试点今

x 。多 用D ‘:
代表

第 i次试验后有唯一的最优的已试点
x 。 ; 用 D

、3
代表第

对于 i 二 2 , 3 , 4 ,

一
,

由记号的定义知道

次试验后有两个最优的已试 点
。

。。 。 。 .

我们是在认真地考虑了洪加减〔2 〕的
“

黄金分刘法在无穷远处是最优的 , 万 概念之后决定

引人这个最优性概念的
。
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)。 d
‘一 , ( 印x 。* ,

f )
,

当出现 D
; , 时

,

d
‘

( 甲x 。· ,
f ) 二 { m a x

{。
Z d

、_ , ( 、x 。· ,
f )

,
0
‘一 , ( 、x 。· ,

f ) }
,

当出现 n
* 2 时

,

( 2 )。 Z d ‘一 1 ( 印x 。 * ,
f )

。 Z d
、一 1 ( 甲x 。* ,

f )

当出现 D
: 3 时

,

当出现 D ‘, 时
,

11 1 In {。
“d

; 一 : ( 甲* 。 *

当出现 D
‘3 时

,

f )
,

0 、
一 , ( 甲* 。 . ,

f ) }
,

当出 现 D
: : 时

-

( 8 )

此地 d : ( 甲x
。 * ,

f ) = x 。,
0 , ( 甲二

。 * ,
f ) = i 一 x 。 .

由 ( 2 ) 和 ( 3 ) 得

d
‘

( 甲、
* ,

f ) 《 m a x
{。 d

‘一 : ( 甲x o . ,
f )

,
0 卜 : ( 甲; 、 . ,

f ) }
,

( 4 )

和

O
‘

( 甲x 。 * ,
f ) 《。 Z d

‘一 z ( 甲x o . ,
f )

。

( 5 )

当。《 X 。《 ‘时
,

有 ‘ 一 x 。《一

督
一 x 。 一 。 x 。 ,

由 ‘ 4 , 和 ‘ 5 , 有

d
:

( 甲x 。* ,

f ) 《m a x
{。

x 。 , i 一 x 。
}

= 。 x 。

和

8
:

(叩x 。 * ,
f ) 《。 Z x o .

又由 (4 )
、

( 5 )和 ( 6 )
、

( 7 )逐次递推得

d
‘

( 甲x
。 * ,

f ) 嘴。
‘一 l x 。

和

0
‘

( 印x 。 , ,

f ) 《。 x 。 ,

这里 i = 3 , 4 , 5 ,

⋯
。

在 ( 6 )和 ( s )中对 f取上确界导得 d
‘

( 印x o .
) 《。

‘一 ’x 。 ( i = 2 , 3 ,
4

,

⋯

〔0 , 。 x 。〕 上达到最大 值的 单峰函数 f
,

由 甲。
今

的定义知道有 d
‘

( 甲xo
. ,

f )

2 , 3 , 4 ,

⋯ )
.

这就证明了当 。( x 。《 1 时
,

( 1 )成立
。

( 6 )

( 7 )

( 8 )

)
。

又对 于 在

= 0 ‘一 l x o ( i =

当十《 x 。< 。 时
,

从
x 。< 。 二 i 一 。 2 得 。 <

一

1 , x o .

于是 。 x 。 = 。 一 。 ( i 一 x 。

田

<

ha
一 co ‘卜

X 。 ) 二

卜
X 0 .

由‘4 , 和‘5 , 得

d
:

( 印x 。* ,
f ) ( m a x

{。
x 。, i 一 x 。 } = 1 一 x 。

和

0
:

( 甲x 。* ,
f ) 《 co “x 。 ( 。 ( i 一 x o )

.

又由 ( 4 )
、

( 5 )和 ( 9 )
、

(1 0 )逐次递推得

d ‘ ( 甲x 。 * ,
f ) 《。

‘一 2 ( 1 一 x o )

和

0
‘

(甲x o . ,
f ) 《 。‘一 1 ( i 一 x 。 )

,

这里 i = 3 , 4 , 5 , “
·。

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )
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在 ( 9 )和 (1 1)中对 f取上确界导得 d
;

( 甲二
。 *

) ‘。 ‘一 “ ( i 一 x 。) ( i 二 2 , 3 , 峨,

⋯ )
。

又

对于在 〔x o + 。 2 ( 1 一 x 。)
, 1〕 L达到最大值的 单峰函数 f

,

由 甲x 。’

的定义知道有 d ‘(甲xo
. ,

f )

= 。 ‘一 “ ( 1 一 x 。) ( i = 2 , 3 , 4 ,

⋯ )
.

这就证明了当一《 x 。< 。时
,

引理 2
.

设 印二
”

为一在 〔o , 1 〕上把第一次试验安排在
x 。

那样安排头
n 次试验的试验策略

,

那宋

( 1 )成立
.

引理 1 证毕 ;

而以后按照 (一 ) 中A )

F
, . _ , , 】

X O -

F
, 十 1

《 x 。( 1

n 一 t , J

( 1 一 x o )
, 十《x0 ( F

F
。

” + 1 ( 1 2 )

,! ,工

F�归
且一]

FFF
。 _ ‘十 l

F
, : _ 1

X O , 塑 一 < x 。< 十
,

r奋+ 1

( 1 一 x 。) , 0 《 x 。( 拭
F

r

F
.

+1
.

t

,月

卜F

其中 i = 2 , 3 ,

⋯
, n ,

F ; = i ,
F : 二 2 ,

F
, = F j

一 : + F s一 : ,

j》 3
.

证
.

由对称性知道
,

只要对专《 x 。( 1 的情形来 证明就够了
.

对于任一 单峰函数 f
,

用D
‘: 代表第 i 次试验后有唯一的 最优的已试点子

x 。 ; 用D ‘2
代表

第 i 次 试验后有唯一的最优的已试点
x 。 ; 用 D

‘3 代表第 i 次试验后有两个最优的 已试点
.

对

于 i = 2 , 3 ,

⋯
, n ,

由记号的定义知道

,
卜 i + 1

d
、一 ; ( 甲x 少

,
f ) ,

当出现 D
、, 时

,F
一
F

d
‘
( 甲刃尹

,
f ) 二 \ m a X F

. _ ;

戈一 t 厂二
-
-

—
a ‘一 1 又甲x 。

’

, I )
r n 一 ‘+ :

0
; 一 , ( 甲* ‘

尸
,
f) }

,

当出现 D ‘2时
,

F
。 _ ;

二

—
Q ‘一 1 气甲X o’, I 少

( 1 3 )

当出现 D
‘3 时

,

” 一 ‘+ 1

F
。_ ‘

F
, _ ‘, :

d ‘一 : ( 甲x 户
,
f ) ,

当出现 D
‘1 时

,

”“ 印·尹
,

‘’ 二

{
m ‘n

⋯
。 ,

F
. _ ;

t 一行一 - 认 一 a ‘一 1 吸甲天汀
’

, I ,
r ” 一 ‘+ 1

O , 一 : (印、
。”,

f ) }
,

当出现 D 、: 时
,

( 14 )

当出现 D
; 3
时

,

此地 d : ( 甲x 罗
,

f ) = x 。,
‘

0 : ( 甲刃
,
f ) = i 一 x 。 .

由 ( 13 )和 ( 1 4 )得

F
]
F

d ‘( 甲万岁,
f ) 《 m a x “ 一 f 十 1

” 一 犷+ 2

d
‘一 x ( 印x 尹

,
f) ,

0 ‘
一 x ( 甲万了

,
f ) ( 1 5 )
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, . , 、

一 F
, _ ‘

口f 戈 印节厂
, I ) 飞溉 一

币
一 a

r 凡一 , + 2

一 1 ( 甲
一 。 . ,

f )
.

( 16 )

当 成 x 。( i 时
,

有 i 一 x 。 (
I了

。 、

f
、 , :

F
。-

x o 一 x 。一 F
。

d
:

( 甲;
‘

严
,

f ) 簇 m a x F
_ ,

,

几
一

X n 。 1 一 X fl

尸
。

F
。 _ t

x 。.

由 (1 5 )和 (16 )有

x o
( 1 7 )

和

0
:

( 爪
一

尹
,

f) 戒 点
‘

X O
。

( 18 )

又由 (1 5 )
、

(2 6 )和 (17 )
、

(1 8 )逐次递推得

, r
以 i 又甲天J

‘

, I 少 芝诀 一
阅 ~ 尹 今 里

F
,

和

( 甲办尸
,

f ) (
F

, _ ‘

一

X O

X O -

( 19 )

这里 i 二 3 , 4 ,

⋯
, n .

, _ , _
_

、

_
_ _ 、 , _ , , ,

,
.

、
,

二
. _ 1

。 , , . 、

一 F
任 ( 1 了)考不1弋1 9 ) 甲阿 1 取

_

上牛朔界导 得 a ,

戈甲 丫
’

夕飞
X 。 ( i “ 2

,

3 ,

⋯
, n )

.

又对

于在 〔0 ,
F

。 _ l
x 。〕上达 到 最 大 值 的 单 峰 函数了

,

由 单。
”

的定义知道有 d
‘

( 印、
”,

f

F
, : _ ‘, 1

F
, , 一 X O = 2 一 3 ,

、 、

、
. 、

_
r ,
。 _ ,

、 ,

F
, ,

一 ,
, ,

n )
。 了笠毗 U上明 J 白

一

有
’

气 x 。气 1 目丁 ,

r , + 1

(1 2 )成立
.

FF
当去《 x 。‘-

F
。* 1 时

,

从
x 了

< 一

佘
,
“ 一

,
·

于是

F
。 一 :

X o

F
: _ I F

。 一 l

F
,‘

F
。 ( l 一 x 。

) <
F

,

F
。 ( 1 一 x o

F
, 一 1

(1 一 x 。) 二 1 一 x 。 .

由 (13 )

和 (14 )得

d
:

( 印无 厂
‘,

f ) 成 m a x F
。 _ 1

,

F万
X O , 一 X O 一 X O -

才

( 2 0 )

O
:
‘甲扩

,

f) ( 1 一 x 。 ( 2 1 )

又由(13 )
、

(14 )和 (2 0 )
、

(2 1 )逐次递推得

d
,

( 叭知
r‘,

f ) 《
-

门 一 , 十 l

F
, 一 1

一 X O ( 2 2 )

G
,

( 甲万
、) ” ,

f ) 《 一 X O
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这里 i = 3 , 4 ,

⋯
, n .

在 (2 0 )和 (2 2 )中对 f 取上确界导得 d
;

(甲 丫 ”

) 《
F

。 一 l
1 一 x 。 ) ( i = 2 , 3 ,

⋯
, n )

。

又对于在 〔x 。 十
F

. , _ ,

。

一
〔1 一 X O

r ” 一 1

,

i 〕
_

上达到最大值 的 单 峰 函数 f
,

由 甲二
”

的定义知道有

d
、

(甲尤。” ,

f
F

, : _ : 十 z

F
, : _ z

( 1 一 x o ) ( 二 2 , 3, ⋯
, ” )

.

这就证明 了当专《x0 < 1 ; 少一时
,

( 1 2 ) 成立
.

引理 2 证毕
.

引理 3
.

对于 〔o , 1 〕上的任一试验策略 甲 ,

成立

1 ( 。 + 。 、co ; 十 z ,

于( 。 i

( 1 , i = l, 2 , 3 ,

⋯
,

( 2 3 )

其中 co 、 =

Q

d
*

(中)
* z (甲)

d o ( 甲 ) = 1
.

证
.

对于任
一

单峰啄数 f
,

恒存在 单峰函数 f 使得

d
‘一 x ( 年

,

f ) 《d
矛

( 印
,

f ) + d
‘十 1 ( 年

,

f ) 簇 d
‘

( 甲 ) + d
; 十 : ( 甲 )

.

( 2 4 )

事实上
,

把第 i 一 1 次试验后的最优的已试点 (当有两个时
,

可任意指定其一 ) 记为 x 、一 , 气

把最优的已试点
x 、一 1 *

和第 i次的试验点 二 、

中 之较靠近留 卜
’

区间△
、一 1 的中点者 ( 当两点对

称时
,

可任意指定其一 ) 记为 x ‘* .

把 x 、*

和第 i 十 1 次的试验点 x 、十 , 中之较靠近 留 下区间

△
‘的中点者记为 x : + 1 * ,

介
:

在 x ‘*

上取值 f ( x ‘一 1 *
) + l

x ‘, 一 x 、一 : *

I
,

在 x 、十 1 *

上取值

f ( x ‘一 : ’
) + I

x 、’ 一 x 、一 1 ’

{ + {
x ‘十 , * 一 x ‘*

I
,

在
x 、一 1 * 、

△
、一 , 的端点及其以外的点上取

值与 f(x) 相同
,

在其余的点上取值用直线段连起来确定
.

于 (2 4 )中对 f 取上确界得

d
、一 1 ( 甲 ) ( d

:
( 甲 ) + d

、十 : ( 甲 )
.

( 2 5 )

以 d
‘一 : ( 甲 ) 除 ( 2 5 ) 并引用记号 co 、

即得 ( 2 3 ) I均第
一

个 不等式
.

由记 号的定义立即知道 。 ‘

《 1
.

由 ( 23 ) 灼第一个不等式得 。
‘

孙 十
.

引理 3 证毕
.

(四 )
我们 有下面的

定理 1
.

在 〔0 , l 〕上把第一次试验安排 在二 。 的不预定试验次数的最优策略有且只有

与引理 1 中的 甲
_

: 。 *

完全等价的试验策略
.

证
.

由对称性知道只要对十( x 。( 1 的情形来证明就够 了
‘ .

对于任一试验策略 甲; 。 ,

沿用引理 3 巾的记号
,

有

d
、

( 甲万
。

) 二 eo l 。 :

⋯。 、,

对 甲\’o
中

沿用同样的记 号打上
“ * ” ,

有

d
:

( 甲灭
。 *

) 二 。 1 * 。 2 *

⋯ 。 ; * .

由记 号的定义知道 0 1 二 d , ( 甲、
。

) = x 。 二 d , (
’

甲、产 ) 二 。 1 ’ .

故若 i 》 2 ,

则当 。 《xo

《 i 时
,

由 ( i ) 知道 。 ‘. = 。 ,

j= 2 , 3 , 峨,
·

⋯ 从而有

d (印无
(,

)

d
‘
(rp 万

。 *
〕

。 2 co 3 ⋯ CO

Q 0
.

”口
( 2 6 )
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我们在 (2 6) 中对于 j= 2 , 3 ,

一 ‘
,

依次当 会
一

> ‘时
,

用括号把

令
括起来

,

称

汗)
为一单因子

.

当必
j
一

< 1 时
,

> 1 ,

此时用括号把 竺必
, “

0 m

据 (2 3 )有 。 , + 。 , 。j+ , ) i ,

而。 + 。。 = 1
.

故

括起来
,

称
(弋

里争 )
为一双因子

.

最后
:

丫扩> 仁矛
或者出现双因子

(令争)
, 或者出现单因子

(黔
】 或者出现 会< ‘

·

所以如果我““定义

i ,

若
一。 ‘

》 i ,

日
, 二

些
,

若 。
‘

< 1

0 m

则存在 m ( 成 i一 1 ) 个数
a ,

》 1 ,

使 得

于镖扮令::.’.’尝
=

a1 叭 ~

一日
汀 ‘2 7 ’

故或者 d
、

( 甲x 。

) 》d
、

( 甲x 。 *
) ; 如若 d

‘
( 甲x 。

) < d
、

( 印二
。 *

)
,

则 (2 7 )中的 日
、

< 1
。

由此导

得 。 。 卜 : > 1 和 日
‘* , 二 1

.

于是有 d
、 , : ( 甲x 。

) > d
* 十 : ( 甲。

*
)

.

由于 甲x 。

和 i 的任意性即得

印二
.

在每一步都是滑动最优的
.

若 甲x 。

不与甲、
申

完全等价
,

则在 (2 7) 中当 i 足够大 后必有一个双因子或大于 1 的单因子
。

故若 (2 7 )中当 i* co 时
,

日
‘

~ i ,

则
1im

l we 争 C O

d
‘ (

d
、

(

甲 丫。 )

甲x 。 *
)

二 a > 1
.

如若 (2 7 ) 中 i

竺瓮。
‘ = 1

不成立
,

则存在
。)

、

0 和无穷多个日
、< 1 一 。 .

于是存在无穷多个双因子
1

\、 1 一 。 ‘

一 , ‘笋
-

一 一 一

/ 1 一 Q

_

: p ‘。 > 1

1 一 m

一
日

导得
1im

i、 co a z a
a 。 : = 十

co
.

但据 (23 )的第二个不等式有。 ‘

》于
,

故日
‘

>
六

.

从而

O
8

l 一 0

1im

1
,

es争 O 口

d
‘

(

d
‘

(

甲万
。

印x 。
二 + C心 。

当 i》 N 时
,

成立d
、

( 甲二
,

) > d
‘

( 甲x 。 *
)

明了当 。 《 x 。《 1 时定理 1 成立
.

当十《 x 。 < co 时
,

由记 号的 定义和

二 。 ,

) = 3, 4 , 5 ,

⋯
.

从而有

所以不论何种情况 都 存 在 正 整 数 N
,

使 得

即 甲x ,

不可能在每一步都是滑动最优的
.

这就证

( i )知道 d
:

( 甲厂
。

) > i 一 x 。 二 d : ( 甲x o .
) 和贯

’

( 甲x 。

) _ d :

( 甲光
。*

)

( 印大
、

1 一 x o

Q s 田 4 ⋯功
f

0 m
. 。 。

(D

( 2 8 )
d一d

、二 d
,

( 甲尤
。

) \
,

其中卫1廿豢
分 l

·

若我们在 (2 8) 中象上面一洋对于 j= 3 , 4 ,

一
, i 依次作起单因 子

、

双因子和 p
‘

来
,

则

存在 m ( ( i 一 1 ) 个数 a ,

> ]
一

,

使 得

i
( 甲万

。

) _

‘
( 印x o .

)

d : ( 印万‘
,

)

1 一 x o

。 s 口 - ⋯口
‘

田 田
。
二 m

= a , a : ⋯
, , :

a 日
‘,

( 2 9 )
d一d
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其中 a : 二
d

:
( 印x 。

1 一 x o

.

于是定理 1 的余下部分的证明除了改 ( 27 ) 为 (2 9) 以外可照抄当 。

《
x 。

( 1 时的相应部分
.

定理 1 证毕
.

推论
.

黄金分别法 甲¹ *

是 〔0 , 1 〕上所有 ( 对 x 。
而言 ) 不预定试验次数 的最优策略

甲x
。*
中每一步的精度取最佳值者

.

证
.

据定理 1 只要证明具有
:

i n f
去 ( x 。《 1

, ,
。 . 、 , _ i n f

Q 八甲二一
『

少 = Q ‘L 丫 CO 一 ) 刊 。 ( x 。《专 Q ‘ L 甲x
。

”
= d ‘

( 甲。 2 * )
.

但
‘

}三们可田 ( 1 )立 即推出
.

定理 2
.

在 〔C
,

1 〕
_

仁把第一次试验安排在
x 。 的 n 次试验的最优策略有且只有头

n
步

都与引理 2 中的 印加
”

等价的试验策略
.

证
。

由对称性知道
,

只要对专成 x 。 ( 1 的情形来证明就够了
.

对于任一试验策略 甲、
。 ,

沿用引理 3 中的记号
,

有

d ‘ ( 甲天
。

) = 刀 l 。 :
⋯ co i ,

对 甲x 罗沿用同样的记 号打上
“ * ” ,

有

d
:

( 甲万少 ) = ¹ z * 。 2 *
⋯ ¹

由记号的定义知道 。 , 二 d : ( 甲二
。

) = x 。 二 d l ( 甲x 少 ) = 。 , * .

故若 i ) 2 ,

则

d
。

( 甲天
。

) _ 。 2 t O 3
’ ‘ ’

。
,

d
,

( 甲万少) 。 2 * 。 。今⋯。
, ( 30 )

~ 一
、 , ,

F
步毛甲 白

~

亡 一
上

’

”

《 x 。《 1时
,

已飞( 12) 知道

。
。 一 1 * 二 子

, 。户 = 十
.

我们在 (3 0) 中对干 依次当
-

三
少

山j
> 1时

,

用括号把

( 31 )

二:
·

括起来
,

称

即一氏

(会 ) ”一单因 了
r

一

‘ F
. _ 。

0
叹 甲 =

一 r 、
’ ‘

山

r , _ 1

J 二 2 , 3 ,

⋯
,

当
黔

< ‘时
,

据 (23)有 。 , + 0 1。 , 十 , 》 1 ,

据 (31) 有 。 , * + 。 , * 。s+ : .

= 1 ,

哎
·

粼
、

钊
一 ( 。少

一 0 ]
> 1 ,

此时用括号把
o s co s+ 1

0 2* 。s+ l *

括起来
,

称 (豢粼
。

) 为一双

因子
.

最后
:
或者出现双因子 (

0
, 一 2 0

”

。
, : 一 z * co

, * ) ,

否则由 (23) 的第二个不等式有 。
。

> 于 ,

而由

‘3‘, 有。 n* 一

乞 于是有单因子 (粼 )
.

故存在 m ( 《 n 一 1 ) 个数 ai > 1 ,

使得

0 2 0
* 。 3

,

二鱼

⋯
(习

”
不二 a 1 a Z ”

· a 二 > 1 .

( 32 )
、、/ 、尸产

叭
一X甲

�

甲
了、几r
、

即 甲xon 在第
n 步是最优的

.
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若在头
n 步中至少有一步 年x 。

不与 甲二
”

等价
,

则在 (3 2) 中必有一个双因子或大于 1 的单

因子
。

从而 d
。

《
x 。 ( 1 时

,

当于 ( x 。

(甲x 。

) > d
。

( cP无厂)
。

即甲为
,

在第 n 步不可能是最优的
。

这就证明了当

定理 2 成立
。

F
,

F
, , l

, F
。

< 人
1 污

’

口丁 ,

I
, n + 1

由记号的定 义和 (1 2) 知道 d
:

( 印、
。

) 》 1 一 x 。 = d : ( 甲x 少

故 (3 0) 可以写成

d
、

( 甲蜘

d
,

( 甲x , ,

d Z ( 甲无

1 一 x o

0 3 臼 4
“ . ,

岔
。

。 3 * (o 4 *

⋯¹ n 娜
( 33 )

其中 d Z

厂里夕 ) ) 1
且由 ( 12)知道

F
, _ q

。 ;
’

二 ,
. ’

一 ,
,

二 , 0 卜 1 甲 = 寸
, O

。 一 = 丁
。

r 。 一 2

( 34 )
咋自.止

一工
FF

一一

口*X3一0

若我们在 ( 33) 中象 仁面一样对于 j 二 3
.

4 ,

一
, n 依次作起单因子和双因子来

,

则存在

m ( 成 n 一 1 ) 个数 a , ) 1 ,

使得

一

产 )
。

)

d , ( 甲x 。

) 。3 。 ‘⋯。
,

1 一 x o (o 。* 。 ‘*
⋯ 。

,

= a z a :
⋯ a ,

》 i ( 35 )

其中
a : ( 甲 、o

一 X O
即 甲尤少在第

n 步是最优的
。,�11

矛百、了‘、二
r‘司

d�一

.

d
.

(l

一一

如果在头 n 步中至少有一步 叭
。

不 与 甲二尹等价
,

则在 (3 5) 巾必有一个双因子或大于 1 的

单因子
.

于是 d
, .

( 甲x 。

) > d
。

( rp , 户 )
.

即 甲、。

在第
n 步不可能是最优的

。

定理 2 证毕
.

推论
. n

次试验的分数法是 〔o , 1 〕上所有 ( 对
x 。
而言 ) n 次试验的最优策略 甲x 少中

第 n 步的精度取最佳值者
。

证
.

据定理 2 只要证明具有
:

in f d ( 甲二
”

十 ( x 。《1

= d
。

印 (
, : 。

) 和 in f d
。

( 甲厂
。

)
o《

x 。
《十

= d
:

( 甲厂 , 一 , 。 )
.

但它们可由 ( 12 ) 立即推出
.

F , : , 退

本文第一稿曾经于 1 9 了3年投 《数学的实践与认识 》
,
1 9 7 4年 8 月 1 日审查完毕

,

建议 作者 作一些删节和
文字上的修改

。

那个稿子是按
“ n 次试验的 分数法在 n 步是最优的

,

而其极限是 黄金分 XlJ 法
,

据此黄金分

刘法比其他试验策略优
”
这一概念下 写的

。

修改稿经过了长时间 几 次 的 反复
,

早期 采纳了洪加威在〔2 〕

中提出的
“
黄金分刘法在无穷远处是最优的 ! 据此黄金分XlJ 法比其他试验策略优

”

这一概念
。

后来 一直致

力于使单变量的情形和多变量的情形统一起来
。

最近承范宜传同志仔细看后
,

提出了宝贵的精简意见
,

作

者在此表示衷心的感谢
。
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