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摘要：利用微熵率法重构相空间的有效性和重要性，缺少给出严谨讨论的文献。微熵率法的计算过程，以及相关的替代数据的计算，也未能有文献给出系统的介绍。本文以Henon Map混沌特性的理论结果为依据，实证研究微熵率算法的各个环节。理清算法各关键因素的同时，尝试深入理解算法各环节的物理意义。
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Abstract:
The effectiveness and importance of the entropy ratio method of phase space reconstruction, the computation of the entropy ratio method and the calculation of relevant surrogate data, all of these lacks of a literature with rigorous discussion; especially lack of the combination of the entropy ratio method and surrogate data. Based on the research result of the chaotic characteristic of Henon Map, the author of this paper research all aspects of entropy ratio algorithm empirically, clarifying the key factor and try to deeply understand the physical meaning of the algorithm.
Key words：entropy ratio method；surrogate data； Henon Map；algorithm analysis；empirical research；
引言
在时间序列的分析中，决定序列的可观测因素很多。而且相互作用的动力学方程往往是非线性的。20世纪80年代以来，由于Takens对Whitney早期在拓扑学方面工作的发展，使得深入分析时间序列的背景和动力学机制成为可能。在确定性的基础上，对序列动力学因素的分析，目前广泛采用的是相空间重构法。微熵率法[1]是Gautam等人提出的一个基于样本时间序列及其替代数据的相空间重构方法。熵率是指随机源（一个随机过程）随时间变化的平均不确定性；一个随机过程的熵率是该过程平均每产生一个随机变量其不确定度大小的度量。微熵率法中的替代数据方法为iAAFT，iAAFT是一种性能稳定的替代数据产生方法，能很好匹配原始数据的傅立叶幅度谱和概率密度分布，在数据的非线性检验中被广泛采用。本文为开展微熵率算法的实证研究，采用Henon Map混沌系统作为数据源，以Henon Map混沌特性的理论为依据，实证研究微熵率算法的各个环节。
1 Henon Map混沌系统
1976年法国天文学家和数学家Michel Henon从研究球状星团以及Lorenz吸引子[2]中得到启发，给出了Henon Map混沌系统[3]。此后国内外许多学者就Henon Map混沌系统的全局结构进行了数值研究与仿真研究，并将Henon Map系统扩展到更高维[4]。
1.1 Henon混沌序列

下式为Henon混沌序列：
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其中a和b为系统参数，d为系统延迟，当a = 1.4，b = 0.3时，系统具有混沌特性。经过足够多次的迭代，Henon序列呈现“混沌”现象。
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图1  Henon混沌序列（d=1）
图1红蓝两色分别对应初值为（x0 = 0.4，x1 = 0.6）和（x0 = 0.4+10-8，x1 = 0.6）利用Matlab仿真的情况（本文实验均采用Matlab完成）。大约在0 < k < 40的范围内，红蓝两色的xk序列基本一致；在k > 40之后，初始值微小扰动（10-8）的两组xk序列呈现急剧的差异。体现了混沌序列“初值敏感性”的特征。
1.2 Henon Map奇异吸引子

奇异吸引子是混沌运动的主要特征。令
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由式（1）、（2）得
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             （3）

式（2）、（3）构成了Henon Map混沌系统[5]。点集（xk, yk）组成一条不封闭的曲线，即Henon Map混沌系统的奇异吸引子相图。
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图2
  Henon Map混沌系统奇异吸引子相图（d=1）
图2给出图1两种序列的奇异吸引子相图（红蓝两色分别对应初值为x0 = 0.4，x1 = 0.6和x0 = 0.4+10-8，x1 = 0.6利用Matlab仿真的情况），可以看出几乎“完全重合”。尽管图1两种序列存在急剧的差异，点集（xk, yk）却呈现“相同的轨迹”。显然，根据图1可以得知，对应点出现的“顺序”是不同的，但是轨迹却几乎“完全重合”。奇异吸引子给出的“确定性轨迹”，体现了Henon Map混沌系统的稳定性，奠定了混沌系统发展规律的研究基础。
2 替代数据
为实现时间序列分析的统计学检验，需要得到时间序列的足够多样本。样本的获取，可以通过构造产生时间序列的系统，或者直接构造时间序列本身。后者产生时间序列样本的方法，称为替代数据法[6]。替代数据能够尽可能精确地复制原始数据的性质（包括时间概率分布和自相关函数），但同时又是尽量随机的。
2.1 AAFT生成算法
振幅调节傅立叶变换AAFT的具体步骤[7]如下：
1）原始数据
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2）高斯白噪声
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3）对
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傅里叶变换和相位随机化处理，得序列
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4）求
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重排得替代数据
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替代数据
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的重排，这点保证了替代数据与原始数据有相同的时间概率分布，因此也有一样的均值方差等一、二阶统计量。替代数据
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的随机性体现在：高斯白噪声
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然而原始数据功率谱密度（自相关函数）的性质被改变了，因为发生在步骤2）和4）的两个重排在严格意义上不是彼此的逆操作。这种差异导致替代数据的功率谱密度在原始数据的基础上被白化。二者的差异程度取决于原始数据的时间概率分布与高斯分布的相似程度，简而言之，AAFT算法适用于类高斯分布的时间序列。
2.2 iAAFT生成算法
为了解决AAFT替代数据的功率谱白化问题，1996年Schreiber提出了AAFT迭代生成算法（iAAFT）。iAAFT是一种性能稳定的替代数据产生方法，能很好匹配原始数据的傅立叶频谱和概率密度分布，在数据的统计学检验中被广泛采用。其具体步骤[8]如下：

1）原始数据
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2）记
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3）对
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4）重复2）、3）两步，直至所得数据
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和原始数据有相近的功率谱密度。
该算法有两个基本假设，以保证
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和原始数据的统计性质（时间概率分布，功率谱密度）趋于一致：
a）步骤2）对于傅里叶变换幅度值的矫正，造成时间概率分布的扭曲都比上一次迭代的小；
b）步骤3）的重排，造成功率谱密度的扭曲都比上一次迭代的小。
Schreiber证明：对于非线性自相关过程，替代数据的功率谱将会逐渐趋近原数据的功率谱。
3 微熵率法确定时间序列最佳嵌入参数
3.1 微熵率法简介
时间序列可观测性的决定因素很多，其相互作用的动力学方程往往是非线性的，甚至是混沌的。同时，计算的复杂性、有限的测量精度，以及可能存在的本质上的非确定性等多方面困难，严重制约着人们对时间序列内在机制的理解。20世纪80年代，Takens[9]对Whitney早期在拓扑学方面工作的发展，为深入分析时间序列的背景和动力学机制奠定基础。在确定性的基础上，对序列动力学因素的分析，目前广泛采用的是延迟坐标状态空间重构法（相空间重构法）[10]。一般来说，非线性系统的相空间可能维数很高，甚至无穷，在大多数情况下维数并不知道。
对于给定的时间序列，相空间重构法表明存在一个最优的嵌入维数m和时延τ。如果τ太小，为了使
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覆盖（大于）“捕捉信号的动力学性质所需的最小时间距”，m将变得相当大；相反，如果τ大于最佳值，模型的性质将变得太离散，导致捕捉不到信号的动力学性质。Gautama等人提出基于样本时间序列及其替代数据的微熵率方法，用于确定相空间的最佳嵌入维数m和时延τ。
3.2 微熵率法详细步骤
以下为微熵率法详细步骤[1]：
1）原始数据{x(k):k=1,2,…N}，计算其Ns组替代数据，记为
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2）嵌入维数m和时延τ的相空间

原始数据的相空间：
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相空间的状态向量记为
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替代数据的相空间（共Ns个）：
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相空间的状态向量记为
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X(k)和Xs,i(k)又称为延迟矢量，延迟矢量的个数为M=N-(m-1)τ。
3）基于原始数据及其替代数据，确定原始数据
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其中

[image: image47.wmf],

(,,)

(,)

(,,)

sii

Hxm

Im

Hxm

t

t

t

=

<>


由原始数据构成的相空间，其熵为

[image: image48.wmf](1)

11

(,,)ln()ln2ln()ln()ln2

Nm

M

jEjE

jj

HxmMCMMC

t

trr

--

==

=++=+++

åå


其中欧拉常数CE=0.5772，ρj是第j个延迟矢量与其最近邻点的欧氏距离，即：
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相应有


[image: image50.wmf](1)

,,,

11

(,,)ln()ln2ln()ln()ln2

Nm

M

sisijEsijE

jj

HxmMCMMC

t

trr

--

==

=++=+++

åå



[image: image51.wmf]{

}

,,,

2

min()(),1,2,...,,

sijsisi

XjXppMpj

r

=-=¹


由Ns组替代数据构成的Ns个相空间，其平均熵为
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可见，熵率体现为：原始数据相空间的熵与Ns个替代数据相空间平均熵之比。
4）计算Rent(m, τ)的最小值，相应的m和τ即最佳嵌入维数mopt和时延τopt。
4 数值实验
4.1 实验数据的选取

Henon序列混沌特性的理论结果：当a = 1.4，b = 0.3时，式（1）具有混沌特性；其参数d为时间延迟，对应最佳嵌入时延τopt。
不当的初值选择会造成式（1）的发散，本文分别选取两组初值以验证Henon序列混沌特征的稳定性。经过足够多次的迭代，Henon序列才会进入“稳定的”混沌状态[11]；本文取Henon序列10000个数据后的500个作为数据源，才得出“稳定的”结果。
4.2 实验结果
Henon序列的时延d=4，初值取（x0= 0.2，x1= 0.6，x2=0.4，x3=0.3，x4=0.1，x5=0.5，x6=0.8，x7=0.7）和（x0=0.2+10-8，x1= 0.6，x2=0.4，x3=0.3，x4=0.1，x5=0.5，x6=0.8，x7=0.7），生成两组上述的数据源（
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图3  Rent(m, τ)，x0= 0.2、x1= 0.6、x2=0.4、x3=0.3、x4=0.1、x5=0.5、x6=0.8、x7=0.7
表1  Rent(m, τ)，初值x0= 0.2、x1= 0.6、x2=0.4、x3=0.3、x4=0.1、x5=0.5、x6=0.8、x7=0.7
	m\τ
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	1.0394
	1.0459
	1.0369
	0.5155
	1.0224
	1.0283
	1.0211

	3
	1.0379
	0.9245
	1.0414
	0.4903
	1.0265
	0.9865
	1.0424

	4
	1.0516
	0.9313
	1.0532
	0.5216
	1.0535
	1.0160
	1.0540

	5
	1.0326
	0.9201
	1.0540
	0.5634
	1.0608
	1.0282
	1.0647

	6
	1.0359
	0.9291
	1.0656
	0.6130
	1.0761
	1.0433
	1.0792

	7
	1.0448
	0.9448
	1.0788
	0.6638
	1.0883
	1.0631
	1.0911

	8
	1.0563
	0.9662
	1.0916
	0.7166
	1.1055
	1.0821
	1.1067


表2  Rent(m, τ)，初值x0= 0.2+10-8、x1= 0.6、x2=0.4、x3=0.3、x4=0.1、x5=0.5、x6=0.8、x7=0.7
	m\τ
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	1.0093
	1.0286
	1.0176
	0.4684
	1.0055
	1.0100
	1.0217

	3
	1.0411
	0.9157
	1.0408
	0.4550
	1.0420
	0.9834
	1.0345

	4
	1.0451
	0.9201
	1.0540
	0.4927
	1.0522
	0.9994
	1.0446

	5
	1.0306
	0.9090
	1.0517
	0.5345
	1.0551
	1.0095
	1.0605

	6
	1.0319
	0.9165
	1.0622
	0.5807
	1.0662
	1.0310
	1.0742

	7
	1.0408
	0.9293
	1.0762
	0.6302
	1.0828
	1.0503
	1.0901

	8
	1.0525
	0.9498
	1.0899
	0.6815
	1.0994
	1.0706
	1.1067


图3、表1、表2均对应d=4的Henon序列；图3和表1对应初值取（x0= 0.2，x1= 0.6，x2=0.4，x3=0.3，x4=0.1，x5=0.5，x6=0.8，x7=0.7）的结果，表2对应初值取（x0= 0.2+10-8，x1= 0.6，x2=0.4，x3=0.3，x4=0.1，x5=0.5，x6=0.8，x7=0.7）的结果。从表1和表2可以看到m=3和τ=4时，熵率Rent(m, τ)均取得最小值，即最佳嵌入维数mopt=3和时延τopt=4（对应d=4）；实证了不同的初值下Henon序列混沌特征的稳定性。
表3  不同时延d的微熵率法辨识（初值取[0,1]的随机数）
	d
	mopt
	τopt
	Rent(mopt, τopt)

	1
	3
	1
	0.4631

	2
	3
	2
	0.4607

	3
	3
	3
	0.4941

	4
	3
	4
	0.4968

	5
	3
	5
	0.4883

	6
	3
	6
	0.5235


对应Henon序列的不同时延d，表3给出基于微熵率的辨识结果，包括mopt、τopt、Rent(mopt, τopt) 。可见mopt的值恒为3，τopt的值始终与d保持一致；有效地验证了Henon序列混沌特征的稳定性，这种稳定性奠定了混沌系统的研究基础。
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